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Résumé

Les premiers éléments de logique possibiliste datent de 40
ans. Cette logique manipule des formules logiques clas-
siques associées a des pondérations prenant des valeurs
dans un ensemble linéairement ordonné ou plus générale-
ment dans un treillis. Au cours des décennies, la logique
possibiliste a connu de nombreux développements tant au
niveau théorique qu’au niveau appliqué. L’ambition de cet
article est de passer en revue ces développements tout en
exposant les idées principales qui les sous-tendent.
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Abstract

The first elements of possibilistic logic date back 40 years.
This logic handles classical logic formulas associated with
weights taking values in a linearly ordered set or more ge-
nerally in a lattice. Over the decades, possibilistic logic has
undergone numerous developments at both theoretical and
applied levels. The goal of this article is to review all these
developments while exposing the main ideas behind them.
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1 Introduction

La logique possibiliste est issue de la théorie des possibi-
lités. Cette théorie offre un cadre pour la représentation de
I’incertitude épistémique due a une information incompléte.
Cette théorie a été d’abord proposée par un économiste, G.
L. S. Shackle [©(], qui a introduit un calcul de degrés de sur-
prise potentielle (qui sont des degrés d’impossibilité) ; elle
a été redécouverte indépendamment par L. A. Zadeh [¢4]
qui s’est concentré sur I’idée de possibilité graduelle en re-
lation avec la modélisation de I’'information linguistique, et
finalement développée dans [/ 5] en utilisant conjointement
la double paire de mesures de possibilité et de nécessité as-
sociées a une distribution de possibilité.

La logique possibiliste [/!] (dans sa forme de base)
manipule des formules logiques classiques associées a
des bornes inférieures de mesures de nécessité entendues
comme des niveaux de certitude. La régle du modus ponens
prend alors, sémantiquement, la forme :

N(p)za,N(p = q) =B = N(g) Zmin(a, 5),

ol N est une mesure de nécessité, p et ¢ sont des formules
logiques, et a, B € [0, 1]. Cela correspond a I’intuition (re-
montant a Théophraste [/7]) selon laquelle la force d’une
conclusion reflete la force de la prémisse la plus faible.
Cette regle d’inférence pondérée apparait pour la premiere
fois en 1982. ! Cependant, ce n’est qu’au milieu des années
1980 que les premiers éléments d’une logique possibiliste a
part entiere ont commencé a étre développés [59, V1.

Les informations incomplétes sont présentes partout et il est
important de gérer correctement 1’incertitude épistémique.
Comme nous le verrons, la logique possibiliste, en strati-
fiant la connaissance en niveaux de certitude, offre un cadre
simple, proche de la logique classique, pour traiter 1’incerti-
tude et I’incohérence, mais la logique possibiliste peut aussi
prendre d’autres formes, comme les réseaux ou les matrices
possibilistes. De plus, la logique possibiliste hérite sa poly-
valence de la puissance de représentation de la théorie des
possibilités.

Cet article propose une vue d’ensemble - aussi complete
que possible en 10 pages - des travaux sur la logique possi-
biliste depuis 40 ans. Il y a déja eu plusieurs syntheses sur
le sujet depuis [+ /] qui sont maintenant en partie dépassées.
Certaines se concentrent sur les relations avec la logique
modale [5!], d’autres offrent une perspective plus appli-
quée [5”]. En outre, il existe aussi des introductions plus
longues et plus détaillées (mais désormais incompletes)
[*1, 42]. Le présent article, avec une structure renouvelée,
offre un nouveau regard sur la logique possibiliste.
L’exposé est organisé en deux parties principales. La pre-
miere partie présente les principaux aspects théoriques et
insiste sur les questions de représentation. La seconde par-
tie passe en revue une série de domaines de recherche
en IA auxquels la logique possibiliste a été appliquée et
peut encore contribuer. Plus précisément, la premiere par-
tie, apres un rappel sur les mesures de possibilité et de né-
cessité, présente la syntaxe, la sémantique et la théorie de
la preuve de la logique possibiliste de base ou seules des
contraintes de la forme N(p) > « sont traitées. Puis, les
principales caractéristiques du calcul matriciel possibiliste
et des réseaux possibilistes (de type bayésien) sont présen-
tées. Ensuite, divers types d’extensions de la logique possi-

1. [Prade, These d’Etat, 1982]; [Prade, IICAI’1983,130-136] (éq. 56).



biliste sont passés en revue : i) pour traiter I’incohérence ;
ii) pour prendre en compte des niveaux de certitude sym-
boliques (dont la valeur précise reste inconnue); iii) pour
introduire de nouveaux types de poids afin de traiter le
temps, le multi-sources, les agents, les raisons argumenta-
tives, ou les niveaux de certitude mal connus, grace a I’uti-
lisation de fonctions de possibilité et de nécessité générali-
sées prenant leurs valeurs sur un treillis booléen ou sur un
treillis distributif pseudo-complémenté plutdt que sur une
échelle linéaire; iv) pour faire face a I’information bipo-
laire (c’est-a-dire ayant des composantes positives et né-
gatives) grice a la notion de possibilité garantie, une autre
fonction d’ensemble de la théorie des possibilités; v) pour
gérer non seulement les conjonctions, mais aussi les néga-
tions et les disjonctions des contraintes présentes en logique
possibiliste de base. La premiere partie se termine par une
breve discussion sur le lien avec deux calculs proches : les
fonctions de classement de Spohn et la logique de Mar-
kov. La deuxiéme partie passe en revue 'utilisation de la
logique possibiliste dans le raisonnement par défaut, la ré-
vision des croyances, la fusion d’informations, les logiques
de description, la programmation logique, la modélisation
des préférences et la décision, 1’argumentation et I’appren-
tissage automatique. Une sous-section est également consa-
crée a des applications en base de données, en raison de
leurs liens étroits avec la représentation des connaissances.

2 Questions théoriques et représen-
tationnelles

Cette premiere partie traite des bases de la logique possibi-
liste et des cadres de représentation associés, avant de pré-
senter diverses extensions de la logique possibiliste, et enfin
de discuter des relations avec d’autres cadres.

2.1 Théorie des possibilités

En théorie des possibilités, les informations disponibles
sont représentées par des distributions de possibilité. Une
distribution de possibilité est une application m d’un en-
semble U, compris comme un ensemble d’états, de valeurs
ou d’alternatives, mutuellement exclusifs (dont 1’un est le
monde réel, si U est exhaustif), dans une échelle totalement
ordonnée S bornée, dont le plus grand élément est noté 1
et le plus petit 0. Différents types d’échelles peuvent étre
utilisés depuis une échelle finie S = {1 = A\; > ...\, >
An+1 = 0} dans le cas qualitatif, jusqu’a Dintervalle uni-
taire S = [0, 1] dans le cas quantitatif, voir [50] pour
d’autres options. w(u) = 0 signifie que u est rejeté comme
impossible; m(u) = 1 signifie que I’état u est entierement
possible. Plus 7(u) est grand, plus u est possible. La cohé-
rence de 1’état épistémique décrit par 7 est exprimée par la
condition de normalisation Ju, 7(u) = 1 qui garantit qu’au
moins un u est entierement possible. Si I’information est
sans incertitude, mais peut-&tre imprécise, 7 est la fonction
caractéristique d’un sous-ensemble F de U et w(u)€ {0, 1}.
L’information compléte correspond aux situations ou E est
un singleton. L’échelle S est supposée équipée d’une bijec-
tion inversant 'ordre A € S — 1 — X € S.

Une mesure de possibilité II et une mesure de nécessité
duale N sont associées a une distribution de possibilité 7 :
VACU,

I(A)=sup, e 7(u); N(A)=1-11(A¢) = inf ¢ 4 -7 (u)
avec A° = U \ A. Lorsque la distribution de possibilité
se réduit a un sous-ensemble classique £ C U, on a : i)
II(A) = 1si ANE # 0,etOsinon;ii) N(A) = 1siE C A,
et 0 sinon. II(A) (resp. N(A)) évalue a quel point 1’événe-
ment A est cohérent avec 7 (resp. est impliqué par 7). Par
normalisation, II(U) = N(U) = 1 etII(#) = N()) = 0.
Les mesures de possibilité sont caractérisées par la pro-
priété de « maxitivité » II(AU B) = max(II(A), II(B)), et
les mesures de nécessité sont « minitives » : N(AN B) =
min(N(A), N(B)). En raison de la normalisation de T,
min(N(A), N(A°)) = 0 et max(II(A),II(A°)) = 1, ou
de maniére équivalente IT(A) = 1 lorsque N(A4) > 0, a sa-
voir que quelque chose de quelque peu certain doit étre en-
tierement possible, c¢’est-a-dire cohérent avec I’'information
disponible. De plus, on ne peut pas étre quelque peu certain
a la fois de A et de A¢, sans étre incohérent. Nous n’avons
que N(AU B) > max(N(A), N(B)), ce qui va bien avec
I’idée qu’on peut étre certain de 1’événement A U B, sans
&tre vraiment certain d’événements plus spécifiques comme
A ou comme B. La possibilité et la nécessité se différen-
cient d’une probabilité P, qui est auto-duale, et telle que
P(A°) = 0 = P(A) = 1, tandis que N(A°) = 0 #
N(A) =1 (mais II(A°) =0 =TI(4) = 1).

Les énoncés qualifiés en termes de certitude de la forme « A
est certain au degré a » sont représentés par la contrainte
N(A) > «. La plus grande distribution de possibilité m,
donc la moins restrictive, qui obéit a cette contrainte est
donnée par [1°] : 4,0y (u) = 1siu € A, maq)(u) =1-
a sinon. Si o = 1 on obtient la fonction caractéristique de
A. Sia = 0, on obtient I’ignorance totale. C’est un élément
clé de la sémantique de la logique possibiliste.

2.2 Logique possibiliste de base

Une formule de logique possibiliste de base (LPB en
abrégé) est une paire (p,«) ol p est une formule en lo-
gique classique et o un niveau de certitude dans S \ {0},
considéré comme une borne inférieure d’une mesure de né-
cessité : (p, ) signifie sémantiquement N (p) > «. En rai-
son de la minitivité des mesures de nécessité, une base en
LPB, c’est-a-dire un ensemble de formules de LPB, peut
étre mise sous une forme clausale équivalente.

Aspects syntaxiques Nous nous intéressons ici au cas oul p
dans (p, ) est une proposition ; pour la logique possibiliste
du premier ordre (de base), voir [ ].

Axiomes et regles d’inférence. Les axiomes de LPB [/ 1]
sont ceux de la logique propositionnelle, ou chaque schéma
d’axiomes a une certitude 1. Ses regles d’inférence sont :
-si f < aalors (p, @) F (p, ) (diminution de la certitude)
-(=pVq,a),(p,a)F (¢,a), Va € (0,1] (modus ponens).
De plus, la regle d’inférence suivante est valide :
-(-pVvaq,a),(pVvrp)F (¢Vrmin(a,S)) (résolution)
La regle d’inférence suivante d’affaiblissement de la for-
mule, est aussi valide, en conséquence de la a-5-résolution :
-sip bk galors (p,a) F (q,a), Vo € (0,1].



Inférence et cohérence. Soit K = {(p;,;),i = 1,...,m}
un ensemble de formules en LPB. Prouver K F (p,a)
revient alors a prouver K, (—p,1) F (L,«) par applica-
tion répétée de la regle de résolution. De plus, notons que
K F (p,a) ssiK, F (p,a) ssi (Ky)* F p,od K, =
{(pi,) € K,ai 2 a} et K* = {p; | (pi,cq) € K}.
Les niveaux de certitude stratifient la base de connais-
sances K en coupes de niveaux imbriquées K, ¢’est-a-dire
K, € Kgsif < a.Une conséquence (p, ) de K ne peut
étre obtenue qu’a partir de formules dans K.
Le niveau d’incohérence de K est défini par inc(K) =
max{«a|K F (L,a)}. Les formules (p;, o;) dans K telles
que o; > inc(K) sont a I’abri de I’incohérence. En effet,
si a > inc(K), (K,)* est cohérent, et K* cohérent <
inc(K) = 0.
La complexité de I’inférence en LPB reste similaire a celle
de la logique classique [0¢].
Aspects sémantiques. La sémantique du LPB [/ 1] s’ex-
prime en termes de distributions de possibilité, et de me-
sures de nécessité sur I’ensemble {2 des interprétations w
du langage. La base K est sémantiquement associée a la
distribution de possibilité, qui est un ensemble flou d’inter-
prétations :

¢ () = min max([p;] (@), 1 - o)
ol [p;] est la fonction caractéristique des modeles de p;, a
savoir [p;](w) = 1siw F p; et [p;](w) = 0 sinon. Ceci
est en accord avec la qualification en termes de certitude :
Intuitivement, cela signifie que toute interprétation qui est
un contre-modele de p;, est d’autant moins possible que p;
est plus certain ; T est obtenu comme la conjonction basée
sur min des distributions de possibilité représentant chaque
formule. Comme attendu, N (p;) > «; pour i=1,....m, ol
N est défini a partir de mx. L'implication sémantique est
définie par K F (p, o) ssi Vw, T (w) < T(p,a)}(w). LPB
est sain et complet [ | ] par rapport a cette sémantique :

KF (p,a)ssi K E (p,a).
De plus, nous avons inc(K) = 1 — max,cqo mx(w), qui
reconnait le fait que la normalisation de 7 est équivalente
a la cohérence classique de K*.
En probabilités, la seule utilisation de la régle de résolution
(localement optimale) Prob(—p V q) > «, Prob(p V r) >
B F Prob(qVr) > max(0,a+ S — 1), ne peut pas assurer
la complétude d’une contrepartie probabiliste de LPB.

2.3 Forme matricielle

Une regle « si p alors q » est représentée plus naturellement
en termes de conditionnement plutot qu’en utilisant I’impli-
cation matérielle de la logique qui permet la contraposition.
Le conditionnement en théorie des possibilités obéit a :
II(p A q) =11(q | p) *I1(p)

ol * est min ou le produit, selon que 1’on choisit d’étre
dans un cadre qualitatif ou quantitatif.” Pour x = min, la
solution la plus grande et la moins restrictive de 1’équation
ci-dessus est II(q | p) = (p A ¢) sill(p A q) < I(p),
II(¢q | p) = 1 sinon. Pour x = produit, le conditionnement
(quantitatif) ressemble a un conditionnement probabiliste :

2. Dans ce dernier cas, la possibilité et 1a nécessité peuvent étre inter-
prétées comme une probabilité supérieure et inférieure, voir, e.g., [5].

(g | p) = % pour IT(p) # 0 et correspond a la régle
de conditionnement de Dempster dans la théorie de Shafer
[¢1]. La nécessité conditionnelle est définie par dualité :
N(glp) =1 - II(—qlp).
En utilisant la possibilité conditionnelle qualitative, un cal-
cul matriciel (voir [44][53] pour des études approfondies)
peut étre développé en utilisant le produit matriciel max-
min ® (en notant que I1(¢) = max(Il(pAq),II(-pAq))) :
[ 11(q) ] _ [ (glp)  T(ql-p) } o | 1P)
I1(=q) II(=qlp)  TI(—=g|=p) (=p) ]|’
serve la normalisation : Vr, max(II(r), II(—r)) = 1.
Un tel produit matriciel peut étre appliqué a un ensemble
de m regles incertaines en parallele de la forme “si a; ()
est Pl et --- et a¥(z) est PF alors b;(x) est Q;” (i =
1,--+,m) qui relie des variables appartenant aux valeurs
d’attributs d’un élément z, et ou les Pij et Q; sont des sous-
ensembles classiques dans les domaines d’attributs corres-
pondants. I1 a ét€ montré que le résultat de leur application
conjointe (incluant la fusion des résultats obtenus a partir
de chaque regle) peut étre mis sous la forme d’un produit
matriciel min-max [5°]; voir [5] pour le cas général. Le
résultat de ce produit min-max est une distribution de pos-
sibilité sur une collection d’alternatives mutuellement ex-
clusives (induite par des conclusions pondérées sur les Q);).
De plus, la vision conditionnelle peut étre étroitement liée
ala LPB, puisque N(¢|p) = N(—p V ¢) si N(g|p) > 0.

® pré-

2.4 Réseaux possibilistes

Comme pour les distributions de probabilité conjointes, une
distribution de possibilité conjointe associée a des variables
ordonnées Xi,..., X, peut étre décomposée en termes
de distributions de possibilité conditionnelle a I’aide d’une
regle de chalnage, en utilisant x = min, ou x = produit :
7T(X1,..., Xn) :W(Xn‘ Xl;---; anl)*...*ﬂ‘(Xg |X1)*7T(X1)
De la méme maniere que pour les réseaux bayésiens, une
forme d’indépendance permet de simplifier la décomposi-
tion. Cependant, il existe plusieurs définitions de 1’indépen-
dance possibiliste conditionnelle entre variables en théo-
rie des possibilités qualitatives, 1’une étant symétrique :
II(z,y|z) = min(II(x|z),I(y|2)) et une autre, plus forte,
étant asymétrique : II(x|z) = II(z|z,y). Dans le cadre
quantitatif, I’indépendance basée sur le produit entre va-
riables (Vz,y, z, II(z|y, z) = II(z|z) ot II(y, z) > 0) est
symétrique car elle est équivalente a Vz,y, z, II(z,y|z) =
II(x|z)-II(y|z). Il existe des algorithmes efficaces pour I’in-
férence dans les réseaux possibilistes. [V], [07].

Les réseaux possibilistes et les bases LPB sont des repré-
sentations compactes des distributions de possibilité. Une
caractéristique remarquable de ce cadre est que les réseaux
possibilistes peuvent étre directement traduits en bases LPB
et vice-versa, que le conditionnement soit basé sur le mini-
mum ou sur le produit [/4].

Des formats de représentation hybrides ont été introduits
ou des bases en LPB sont associées localement aux nceuds
d’une structure graphique plut6t que des tables de possibi-
lités conditionnelles [ ].

Ainsi, le cadre de la LPB offre de multiples formats de re-
présentation équivalents : ensemble de formules logiques



priorisées, réseaux possibilistes, mais aussi ensemble de
conditionnels de la forme II(p A ¢) > II(p A q) (&
N(qlp) > 0), tous sémantiquement équivalents a des pré-
ordres sur les interprétations (c’est-a-dire a des distributions
de possibilité). Il existe des algorithmes permettant de tra-
duire un format dans un autre [ | “].

Par ailleurs, les réseaux possibilistes ont été étudiés du
point de vue du raisonnement causal, en utilisant le concept
d’intervention, qui revient a imposer les valeurs de certaines
variables afin de révéler leur influence sur d’autres [ | |].

2.5 Gestion des incohérences

Le niveau d’incohérence inc(K) d’une base K en LPB
fournit un outil pour gérer les incohérences. Cependant, la
LPB souffre d’un « effet de noyade » puisque toutes les
formules en dessous de inc(K) sont perdues méme si elles
ne participent pas a une sous-base incohérente minimale. Il
existe différentes manieres d’élargir I’ensemble des consé-
quences qui peuvent étre déduites de K [~ 1].

Une fagon de le faire tout en préservant un ensemble cohé-
rent de conséquences est la suivante. Etant donnée une base
K en LPB, on construit sa complétion paraconsistante K °
constituée de formules bi-pondérées : pour chaque formule
(p, @) de K, on calcule un triplet (p, 3, ) ol 3 (resp. 7y) est
le degré le plus élevé avec lequel p (resp. —p) est soutenu
dans K (p est dit soutenu dans K au moins au degré 3 s’il
existe une sous-base cohérente de (K)* qui prouve p).

Le sous-ensemble des formules de la forme (p, 5,0) dans
K° ne sont pas paraconsistantes et conduisent a des conclu-
sions slres. Nous pouvons toujours obtenir un ensemble
plus large de conclusions cohérentes a partir de K ° comme
suit. Nous avons besoin de deux évaluations : i) le ni-
veau d’infaillibilité d’un ensemble cohérent S de formules :
UD(S) = min{8 | (p,B,7) € K°etp € S}; ii) le ni-
veau d’insécurité d’un ensemble cohérent S de formules :
US(S) = max{y|(p, 5,7) € K°etp € S}. Alors une in-
férence g5, nommée relation de conséquence soutenue de
maniére siire, est définie par K° Fgg ¢ si et seulement 3
un sous-ensemble minimal cohérent S qui implique clas-
siquement ¢ tel que UD(S) > US(S). On peut montrer
que ’ensemble {q | K° Fgs ¢} est classiquement cohé-
rent. Voir [] pour les détails, les discussions et d’autres
approches de la gestion de I’incohérence dans le cadre de
la LPB, y compris la logique quasi-possibiliste o I’ utilisa-
tion de la résolution apres I’introduction d’une disjonction
est interdite (pour éviter le sequitur ex falso quodlibet).

2.6 Logique possibiliste symbolique

Il peut y avoir plusieurs raisons pour gérer les niveaux de
certitude des formules en LPB de maniere symbolique : no-
tamment pour garder une trace de I’impact de certains ni-
veaux dans le calcul, ou parce que leur valeur est incon-
nue. Dans ce dernier cas, les valeurs des niveaux de certi-
tude associés aux formules (toujours supposées appartenir
a une échelle totalement ordonnée) sont inconnues, mais
I’ordre relatif entre certaines d’entre elles peut étre partiel-
lement connu. Dans [Y], cela est codé au moyen d’une lo-
gique propositionnelle typée, ou les formules possibilistes

sont des clauses avec des littéraux spéciaux qui font réfé-
rence aux niveaux. Les contraintes sur I’ordre de certains
des niveaux se traduisent en formules logiques du type cor-
respondant et sont rassemblées dans une base de connais-
sances auxiliaire distincte. Le processus d’inférence est ca-
ractérisé par I’ utilisation de « variables d’oubli » pour gérer
les niveaux symboliques, et ainsi un processus d’inférence
est obtenu au moyen d’une compilation en DNF des deux
bases de connaissance ["].

Lorsque I’ordre des poids est compleétement connu, ce co-
dage offre un moyen de compiler une base de connaissance
possibiliste afin de pouvoir en traiter ’inférence en temps
polynomial [50].

Dans une approche [ 5] qui rejoint la précédente pour trai-
ter les connaissances partielles sur la valeur relative des ni-
veaux de certitude, deux méthodes d’inférence syntaxique
sont proposées : I'une calcule le degré de nécessité d’une
formule possibiliste en utilisant la notion de sous-base mi-
nimale incohérente, tandis que 1’autre s’inspire des ATMS,
en utilisant les nogoods et les labels.

2.7 Extensions de la logique possibiliste ba-
sées sur des treillis

Il existe plusieurs extensions de la logique possibiliste ol
les poids sont des niveaux de certitude combinés avec des
ensembles tels que des périodes de temps [0], des en-
sembles de sources, ou des groupes d’agents [¢, 5] qui
conduisent a utiliser des structures de treillis distributif
pseudo-complémenté. Lorsque les ensembles sont rempla-
cés par un singleton unique (c’est-a-dire que nous considé-
rons un instant, une source ou un agent), la logique possibi-
liste de base est retrouvée.

Nous prenons 1’exemple de la logique possibiliste multi-
agents pour expliquer 1’idée. Les formules (proposition-
nelles) sont désormais associées a un sous-ensemble
d’agents : chaque formule (p, A) signifie que au moins tous
les agents de A croient que p est vrai. Une telle pondération
booléenne introduit une différence notable : le supremum
de deux sous-ensembles propres peut étre 1'univers entier
(tandis que le supremum de deux niveaux non maximum
n’est jamais le niveau maximum dans une échelle totale-
ment ordonnée). C’est pourquoi la regle explicite de ren-
forcement (p, A), (p, B) + (p, A U B) est nécessaire, au
niveau syntaxique, a cdté de regles d’inférence sur 1’affai-
blissement du sous-ensemble, le modus ponens et la réso-
lution. Les théorémes de correction et de complétude sont
valides par rapport a une sémantique en termes de fonc-
tions de possibilité et de nécessité a valeurs ensemblistes :
II(p) = Uy, m(w) ol 7(w) est le sous-ensemble maxi-
mal des agents qui trouvent I’interprétation w possible, et
N (p) = [TI(=p)]° = N[ (w)]® (ou © désigne la com-
plémentation d’ensemble).

Nous avons maintenant deux types de normalisation
conduisant a une vision plus riche de la / (I'in)cohérence :
I’une qui signifie que chaque agent trouve au moins un w
possible (Va,dw,a € m(w), c’est-a-dire qu’aucun agent
n’est incohérent. Cette condition est plus faible que la
condition Jw,w(w) = All (All est I’ensemble de tous



les agents), ce qui signifie qu’il existe une interprétation
que tous les agents croient possible, exprimant une condi-
tion de cohérence collective. Par exemple, la base K =
{(p, A), (—p, A°)} viole la derniere condition, mais pas la
premiere.

Cela s’étend au cas général ou les propositions sont a la
fois associées a un niveau de certitude et a un ensemble
d’agents. Les formules sont alors de la forme (p,a/A) ou
A est un sous-ensemble d’agents et o € (0, 1], qui se lit
« au moins tous les agents de A sont certains de p au moins
au niveau « ». La sémantique est alors en termes de fonc-
tions de possibilité et de nécessité floues : Le poids symbo-
lique o/ A représente un ensemble flou d’agents a avec des
degrés d’appartenance « sil’agent a € A, et 0 sinon.

Une logique de raisonnement sur les raisons [5-] gere des
paires de la forme (p, ) ol p et = sont deux formules lo-
giques propositionnelles exprimées dans deux langages dis-
tincts, p est appelé une affirmation et x une raison. La for-
mule (p, x) se lit donc “z est une raison pour p”. (p, x) est
plus faible que (—z V p, 1) (le premier n’entraine pas le se-
cond). La vérité de (p, z) signifie que toutes les situations
ol x est vrai sont des raisons de croire p. La sémantique de
cette logique est isomorphe a celle de la logique multi-agent
précédente ; une extension peut prendre en compte la force
des raisons [5-]. Cette logique des raisons s’apparente a la
logique des “supporters” [0/], mais est un peu plus simple.
La logique possibiliste basée sur les intervalles [0, 2¢] est
une autre extension basée sur un treillis de la logique possi-
biliste, ou les valeurs possibles de niveaux de certitude mal
connus sont restreintes par des intervalles.

Mentionnons enfin une maniere de conserver une struc-
ture ordonnée linéairement tout en enrichissant 1’échelle.
En LPB, seul le plus petit poids des formules utilisées dans
une preuve est conservé; aucune différence n’est faite par
exemple entre une preuve avec une seule prémisse faible et
une preuve avec plusieurs prémisses faibles de méme force.
Cela peut étre capturé en utilisant une nouvelle régle de ré-
solution (—pV ¢, @); (pVr, 5) F(gVr,af)ouaet B sont

des listes de poids, et cfy\B est la liste obtenue par concaténa-
tion. Nous pouvons ensuite classer les preuves en fonction
de leur force en utilisant un classement lexicographique des
listes (une fois qu’elles ont été complétées par des 1 pour

les rendre de longueur égale) ; ceci est décrit dans [5”].

2.8 Logique possibiliste bipolaire

En théorie des possibilités, il existe deux autres fonc-
tions d’ensemble : i) une mesure de possibilité garantie
ou de possibilité forte (voir, par exemple, [12]) : A(A) =
inf,ec4 m(u) qui estime dans quelle mesure fous les états
dans A sont possibles selon les observations. A(A) peut
étre utilisé comme un degré de support garanti pour A, et
son dual V(A) = 1 — A(A°) = sup,gs 1 — 7(u) éva-
lue le degré de nécessité potentielle ou faible de A, car il
vaut 1 dés qu’un état u hors de A est impossible. Les fonc-
tions A et V sont décroissantes par rapport a ’inclusion
(en complet contraste avec II et N qui sont croissantes).
Elles satisfont les propriétés caractéristiques A(A U B) =
min(A(A), A(B)) et V(AN B) = max(V(A4), V(B)).

Ainsi la contrainte A(p) > +, notée syntaxiquement [p, 7],
exprime que tout modele de p est au moins possible au
degré ~. Ceci peut étre représenté par 1’ensemble flou
Opry(w) = 0ifw | —p, and op, 1 (w) = vifw E p.
Un ensemble de contraintes P = {[g;,v;]l7 = 1,k} est
alors représenté par la distribution de possibilité dp(w) =
max;—p k O[q; ;] (w) en cumulant les possibilités garanties.
Notons que §p est obtenu comme la combinaison disjonc-
tive basée sur le max de la représentation de chaque formule
dans P. Ceci contraste avec wx (dans la section 2.2) ob-
tenu comme une combinaison conjonctive basée sur le min.
Ainsi, une distribution de possibilité peut étre représentée
“par en haut” au moyen de contraintes basées sur la néces-
sité, et “par en bas” au moyen de contraintes basées sur la
possibilité garantie. Au niveau syntaxique, les contraintes
basées sur la nécessité sont naturellement associées a une
décomposition en CNF pondérée, tandis que les contraintes
basées sur A conduisent & une décomposition en DNF pon-
dérée. Cette dernicre est régie au niveau de I’inférence par
le pendant suivant de la regle de résolution
[=p Ag,q)s [p A, y']) = [g A rymin(y, )]

Une contrainte [p, 7] basée sur A correspond naturellement
a 'expression d’une information positive, c’est-a-dire que
les interprétations qui sont des modeles de p sont possibles
au moins au degré -, tandis qu’une contrainte (p, ) basée
sur N correspond & une expression négative indiquant que
les contre-modeles de p sont quelque peu impossibles (leur
possibilité est au plus 1 — «). Ainsi, plus d’informations
positives augmentent §p en rendant plus d’interprétations
réellement possibles, tandis que plus d’informations néga-
tives diminuent 7x en restreignant davantage les mondes
possibles [ 7].

On peut utiliser soit des formules basées sur A, soit des
formules basées sur N pour représenter les informations
disponibles, selon ce qui semble le plus pratique. Quand il
est judicieux de faire la distinction entre les informations
positives et les informations négatives (par exemple, des
exemples réels de prix et des prix non-interdits par la ré-
glementation), nous devons conserver séparément la base
de connaissance K et la base de connaissance P, chacune
sémantiquement associée a leurs distributions respectives
(censées satisfaire la condition de cohérence dp < mg);
voir [2¢], [ ¢] pour des cadres de gestion de ce dernier cas.

2.9 Logique possibiliste généralisée

En LPB, seules les conjonctions de formules de logique
possibiliste sont autorisées. Mais comme (p, «) est séman-
tiquement interprété comme N (p) > «, une formule possi-
biliste peut étre manipulée comme une formule proposition-
nelle qui est vraie (si V(p) > «) ou fausse (si N(p) < ).
Les formules possibilistes peuvent alors étre combinées
avec tous les connecteurs propositionnels, y compris la dis-
jonction et la négation. Il s’agit de la logique possibiliste
généralisée (LPG) [57, 51]. La LPG est une logique propo-
sitionnelle & deux niveaux, dans laquelle les formules pro-
positionnelles sont encapsulées par des opérateurs modaux
pondérés interprétés en termes de mesures de nécessité et
de possibilité.



La LPG utilise une échelle finie de degrés de certitude
Ay = 0,4.2,..1 (k € N\ {0}); A} = Ap\ {0}. Le
langage de la LPG, LX;, est construit sur un langage pro-
positionnel £ comme suit : i) Si p € £, € A}, alors
N, (p) € L&;ii)sip € L € LK, alors ~p et p A
sont aussi dans £%;. Ici, N, (p) représente (p, ), la nota-
tion soulignant la proximité avec la logique modale. Ainsi,
un agent affirmant N, (p) a un état épistémique tel que
N(p) > a > 0. Ainsi, "N, (p) signifie N(p) < a, ce qui
est équivalentad N (p) < a— ¢ etdonc II(—p) > 1 —a+ 7.
En particulier, IT;(p) = —Ni1(-p) si & > 1. Ainsi, en
LPG, on peut faire la distinction entre 1’absence de certi-
tude suffisante que p est vrai (W, (p)) et I’affirmation plus
forte que p est quelque peu certainement faux (N, (—p)).

La sémantique de la LPG est comme en LPB définie en
termes de distributions de possibilité normalisées sur des in-
terprétations propositionnelles, ou les degrés de possibilité
sont dans Ay. Toute distribution de possibilité a valeurs sur
Ay telle que N (p) > « estun modele d’une formule N, (p)
de la LPG. Mais, I’ensemble des distributions de possibilité
satisfaisant une formule de LPG n’a pas toujours un plus
grand élément, comme c’était le cas en LPB.

La LPG peut étre considérée comme un fragment de la lo-
gique modale KD, sans modalités imbriquées, mais les mo-
dalités y sont graduées. Voir [57] pour son axiomatique,
les résultats de correction et complétude, et 1’étude de sa
complexité. La LPG est un puissant cadre unificateur pour
divers formalismes de représentation des connaissances, y
compris la logique possibiliste avec des formules partiel-
lement ordonnées, ou une logique d’assertions condition-
nelles. Le raisonnement sur I’ignorance explicite, ou cer-
taines taches de raisonnement sur plusieurs agents, telles
que le probleme des “enfants couverts de boue” (“muddy
children”), peuvent également étre traités en LPG [5”].

De méme, une logique possibiliste multi-agents généralisée
qui permet la disjonction et la négation de ses formules de
base a été récemment étudiée [5-]. Une construction simi-
laire s’applique également a la logique des raisons.

2.10 Relations avec d’autres cadres

Les fonctions de rang (“ranking functions’) de Spohn [%”]
sont similaires aux mesures de possibilité mais elles sont
évaluées sur des entiers positifs. Elles utilisent donc des
échelles différentes pour évaluer la (im)plausibilité, ce qui
rend leurs pouvoirs expressifs quelque peu différents. En
effet, il n’y a pas de co6té logique pour les fonctions de clas-
sement puisqu’il n’y a pas de contrepartie au modus ponens
pondéré, et le conditionnement de Spohn, basé sur I’addi-
tion, s’inspire des probabilités infinitésimales, tandis que
la logique possibiliste n’utilise que des opérations idempo-
tentes telles que max et min [50].

La logique de Markov [/¢] utilise des formules pondérées
pour encoder de manieére compacte une distribution de pro-
babilité, mais les pondérations ne sont pas faciles a inter-
préter. Cependant, on peut toujours construire une base lo-
gique possibiliste qui capture exactement un réseau logique
de Markov ; voir [65], [57].

3 Applications

La logique possibiliste a trouvé des applications dans de
nombreux domaines de recherche en IA. En raison de I’es-
pace limité, nous n’avons pu sélectionner qu’un petit échan-
tillon de références pour chaque application.

3.1 De la gestion de ’incertitude au raisonne-
ment par défaut

LaLPB a été congue a I’ origine pour propager I’incertitude
dans des moteurs d’inférence pour les systémes experts, en
tirant parti du format matriciel [60].

La capacité de LPB a gérer 1’incohérence, en utilisant le
niveau d’incohérence d’une base de connaissances, est ex-
ploitée dans le raisonnement par défaut, une fois les regles
par défaut traduites en formules possibilistes. Une regle par
défaut “généralement, si p alors ¢’est représentée par la
condition II(p A q) > TI(p A ~q) <= N(qlp) > 0
Ainsi, N(g|p) > 0 exprime que dans le contexte ol p est
vrai, avoir ¢ vrai est strictement plus possible que ¢ faux.
Comme pour les probabilités, ce conditionnement n’est pas
monotone. On peut avoir que N(g|p) > 0, alors que la
conclusion opposée N(—g|p A p’) > 0 est vraie dans le
contexte plus restreint p A p'.

Ensuite, a partir de la plus grande distribution de pos-
sibilité sous-jacente a un ensemble cohérent de défauts
II(p; A q;) > I(p; A —g;) pour i = 1,n, il est possible de
stratifier I’ensemble des défauts selon leur spécificité (les
défauts les plus spécifiques regoivent les niveaux les plus
élevés), puis de les coder par des formules de logique pos-
sibiliste [20)] : chaque défaut est transformé en une clause
possibiliste (—a; Vb;, N(—a;Vb;)), ou N est calculé a par-
tir de la plus grande distribution de possibilité induite par
I’ensemble des contraintes modélisant la base de regles par
défaut. Ce codage tire parti du fait que lorsque de nou-
velles informations siires sont recues, le niveau d’incohé-
rence de la base ne peut pas diminuer, et s’il augmente
strictement, certaines inférences qui étaient slires aupara-
vant sont maintenant noyées dans le nouveau niveau d’in-
cohérence de la base et ne sont donc plus possibles, d’ ol un
mécanisme de conséquence non monotone. Il a été prouvé
que cette approche est en plein accord avec une approche
basée sur les postulats du raisonnement non monotone [ | ©].
Cela est également équivalent a une modélisation proba-
biliste des conditionnelles en termes d’un type spécial de
distributions de probabilités appelées probabilités a grandes
marches [7”].

3.2 Révision de croyances

Le raisonnement non monotone et la révision des croyances
sont étroitement liés, de sorte que la LPB trouve également
une application en révision des croyances. En effet, les re-
lations de nécessité comparative (qui peuvent étre codées
par des mesures de nécessité) ne sont rien d’autre que les
relations d’enracinement épistémique /0] qui sous-tendent
les processus de révision des croyances bien conduits [0 1].
Cela permet au cadre de la LPB de fournir des opérateurs de
révision syntaxique qui s’appliquent aux bases de connais-



sances possibilistes, y compris dans le cas d’entrées incer-
taines [+, 70]. En LPB, I’enracinement épistémique est
rendu explicite par les niveaux de certitude des formules.
En outre, dans un processus de révision, on s’attend a ce
que toutes les formules indépendantes de la validité des in-
formations d’entrée restent dans 1’état révisé de croyance;
cette idée peut recevoir une signification précise en utilisant
une définition de I’indépendance causale possibiliste entre
les événements [*7].

3.3 Fusion d’informations

La combinaison des distributions de possibilité peut étre
effectuée de maniere équivalente en termes de bases de
LPB : La contrepartie syntaxique de la combinaison point
par point de deux distributions de possibilité m; et w5 en
une distribution 7, ® 7o par tout opérateur de combinai-
son monotone ® tel que 1 ® 1 = 1, peut étre calculée,
suivant une idée proposée pour la premiere fois dans [57].
A savoir, si la base LPB K7 est associée a 71 et la base
Ky a mo, une base LPB Kjg2 sémantiquement équiva-
lente & m ® 7o est donnée par : {(p;,1 — (1 — ;) ®
1) st (pi i) € Ki}U{(g;, 1-1®(1=5;)) s.t. (g5, ) €
KQ} U {pi Vg, 1 — (1- Ozi) ® (1 - ﬂj)) S.t. (pi,ai) €
Ki,(q;,8;) € Kz} Pour ® = min, on obtient K12 =
KUK avec Tg, Uk, =min(m, o) comme attendu (com-
binaison conjonctive). Pour ® = max (combinaison dis-
jonctive), on aI'1go ={(p; Vg;, min(ay, B;)) s.t. (pi, ;) €
K1, et (g;,3;) € Ks}. Avec des opérateurs & non idem-
potents, certains effets de renforcement peuvent étre obte-
nus. Voir, par exemple [0°], pour une étude sur les opéra-
teurs de fusion en LPB. En outre, cette approche peut éga-
lement étre appliquée au codage syntaxique de la fusion de
bases logiques classiques basées sur la distance de Ham-
ming (ou les distances sont calculées entre chaque interpré-
tation et les différentes bases en logique classique, donnant
ainsi naissance a des équivalents de distributions de possi-
bilité) [ 5]. Dans [?7] une représentation basée sur A est
utilisée ; voir [”] pour un exemple illustratif.

3.4 Logique de description

La gestion possibiliste de I’incertitude en logique de des-
cription a été proposée pour la premiere fois dans [/5]. Elle
présente des avantages informatiques, en particulier dans le
cas de la famille possibilistic DL-Lite ou I’extension de la
puissance expressive de DL-Lite se fait sans cofits de calcul
supplémentaires [ ”]; il est alors facile d’utiliser I’opéra-
tion min pour la fusion de bases DL-Lite possibilistes.

Une méthode polynomiale pour calculer une réparation
possibiliste unique pour une ABox pondérée partiellement
pré-ordonnée qui peut étre incohérente par rapport a la
TBox a été proposée dans [/].

3.5 Programmation logique

Différentes propositions ont été faites pour une gestion pos-
sibiliste de I’incertitude en programmation logique et en
programmation par ensembles-réponses [, 71, 72, 62, 0].

En outre, une application remarquable de la LPG est

N

sa capacité a coder des programmes par ensembles-

réponses (ASP), en utilisant une échelle a 3 valeurs Ay, =
{0,1/2,1}. Ce qui permet de faire la distinction entre les
propositions dont on est totalement certain et les proposi-
tions qu’on considere seulement comme plausibles, et d’ex-
pliciter en LPG la sémantique épistémique de regles avec
négation par échec. Par exemple, la regle ASP r <— pAnotgq
est codée par Ny (p) AIL; (—¢g) — Ny (r) en LPG. Voir [57].

3.6 Bases de données

Le calcul de provenance, basé sur deux opérations formant
un demi-anneau, combine et propage des annotations as-
sociées a des données. Ce calcul, lorsqu’il est basé sur les
opérations max et min, correspond exactement a 1’évalua-
tion des requétes lorsque les données sont étiquetées avec
des niveaux de certitude, comme en LPB [55].

La LPB présente un intérét pour la conception de bases de
données ou la présence de certains tuples dans la base de
données peut n’étre possible que dans une certaine mesure,
et ou les dépendances fonctionnelles sont incertaines [/0].
Le méme genre d’idée a été appliqué au nettoyage possibi-
liste de données [04].

3.7 Préférences et décision qualitative

Une formule de LPB (p, «) peut représenter un objectif p
avec un niveau de priorité . Des préférences telles que “Je
préfere p a g et ¢ a r” (ou p, q, r peuvent ne pas tre mu-
tuellement exclusifs) peuvent étre représentées par la base
possibiliste P = {(pV qVr,1),(pVaq1—7),(p,1-08)}
avec v < < 1, comme un ensemble d’objectifs plus ou
moins impératifs. D’autres formats tels que les condition-
nels, les réseaux possibilistes, la représentation basée sur
A sont également intéressants pour représenter les préfé-
rences [~ °]. De plus, I’expression des préférences peut étre
bipolaire : énoncé de situations qui sont plus ou moins for-
tement rejetées, et de situations qui sont garanties satisfai-
santes a un certain degré [| 0]. Mentionnons 1’équivalence
représentationnelle [ | ©] entre la logique de choix qualitatif
QCL [34] et la logique des possibilités garanties. De telles
préférences sont également intéressantes pour 1’expression
de requétes flexibles a une base de données [5¢].

Les réseaux possibilistes (basés sur le produit) ont été utili-
sés pour représenter des préférences conditionnelles possi-
bilistes avec des pondérations symboliques [ | (]. Les inter-
prétations (correspondant aux différentes alternatives) sont
alors comparées en termes de vecteurs symboliques ex-
primant la satisfaction ou la violation des formules asso-
ciées aux différentes préférences, en utilisant des relations
d’ordre appropriées. La représentation obtenue est compa-
tible avec celle des CP-nets, dont elle fournit une bonne
approximation [©7].

La théorie des possibilités fournit un cadre pour la décision
qualitative sous incertitude ol des criteres de décision pes-
simistes et optimistes ont été axiomatisés [50]. La contre-
partie de ces criteres, lorsque la connaissance et les préfé-
rences sont sous la forme de deux bases en LPB distinctes,
est donnée par les définitions [ ] :

- I'utilité pessimiste u., (d) de la décision d est le maximum
aeSst. KoANdbEpr ]3,,(04)7



- I'utilité optimiste u*(d) de d est le maximum v(a) € S
st. Ko N\dANPy # L,

ou S est une échelle totalement ordonnée finie bornée, v
une bijection inversant 1’ordre de cette échelle; K, est un
ensemble de formules logiques classiques rassemblant les
connaissances certaines a un niveau au moins «, et ot Pg
est un ensemble de formules logiques classiques consti-
tué d’un ensemble d’objectifs dont le niveau de priorité est
strictement supérieur a 5. Une décision pessimiste optimale
assure la satisfaction de tous les objectifs de P, () avec une
priorité aussi basse que possible, en utilisant seulement une
partie K, de la connaissance qui a une grande certitude.
Une décision optimiste optimale maximise la cohérence de
tous les objectifs plus ou moins importants avec tous les
éléments de connaissance plus ou moins certains.

3.8 Argumentation

Un langage de programmation logique possibiliste et ré-
futable qui combine des caractéristiques de la théorie de
I’argumentation et de la programmation logique, intégrant
également le traitement possibiliste de 1’incertitude, a été
proposé dans [/].

Lalogique possibiliste peut étre utilisée pour représenter les
états mentaux des agents (croyances éventuellement impré-
gnées d’incertitude et objectifs prioritaires), pour réviser les
bases de croyances et pour décrire la procédure de décision
pour sélectionner une nouvelle offre dans une négociation
basée sur I’argumentation [ *].

La logique des raisons [54] qui traite les formules (p, z)
exprimant que “z est une raison pour p”, out la négation peut
étre appliquée a p, x et (p, x), offre un cadre riche pour le
raisonnement argumentatif.

3.9 Apprentissage automatique

L’étude de I’apprentissage des théories logiques possibi-
listes [ /5], a montré que de nombreux résultats d’apprentis-
sage en temps polynomial pour la logique classique peuvent
étre transférés a 1’extension possibiliste respective. La lo-
gique possibiliste bipolaire offre un cadre gradué pour éten-
dre le cadre d’apprentissage de 1’espace des versions [ /-].
La LPB peut également étre appliquée a la programmation
logique inductive (ILP). En effet, avoir un ensemble stratifié
de regles logiques du premier ordre comme hypotheses en
ILP est intéressant pour 1’apprentissage a la fois de regles
couvrant les cas normaux et de regles plus spécifiques pour
les cas exceptionnels [ /9], [66].

Une cascade de produits min-max de matrices représentant
des regles possibilistes de type si-alors présente une res-
semblance structurelle avec un réseau neuronal min-max.
Une telle cascade peut étre montrée comme étant équiva-
lente a un réseau neuronal min-max, chaque produit matri-
ciel correspondant a une couche et la fonction d’activation
utilisée étant I’identité ;voir [] pour plus de détails.[] offre
une approche neuro-symbolique possibiliste trés complete.

3.10 Autres applications

D’autres applications peuvent étre trouvées, comme la mo-
délisation des désirs a 1’aide de fonctions A [/3], ou I’ex-

pression des buts des agents en logique possibiliste dans des
jeux booléens lorsque les agents peuvent avoir une connais-
sance incomplete des préférences des autres [0].

Une autre application est le codage des politiques d’acces
de controle [ 5]. Une description formelle des politiques de
sécurité est nécessaire pour vérifier si les propriétés de sécu-
rité sont satisfaites ou non. Les régles de contrdle d’acces,
garantissant les propriétés de confidentialité et d’intégrité,
sont codées en termes de bases de connaissances stratifiées.
La stratification reflete la hiérarchie entre les roles et est
utile pour gérer les conflits.

4 Conclusion

Cet article a passé en revue un grand nombre de travaux sur
le développement de la logique possibiliste et ses applica-
tions. La logique possibiliste est bien adaptée a la représen-
tation d’informations incomplétes et de croyances accep-
tées plus ou moins ancrées. Elle reste proche de la logique
classique et offre un cadre riche, simple et polyvalent pour
la représentation de I’information et le raisonnement qua-
litatif sur I’incertitude. La théorie des possibilité, comme
celle des probabilités, mérite qu’on s’y intéresse !
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