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Résumé

Les proportions analogiques sont des relations qui lient 4
items a, b, c et d et qui s’énoncent “a est a b comme c est
a d”. Ces 4 items sont souvent décrits par des vecteurs de
valeurs booléennes, nominales, ou numériques. Les propor-
tions analogiques peuvent aussi mettre en relation des for-
mules logiques. L’article propose une premiére étude des
proportions analogiques entre probabilités, qu’elles soient
simplement entre des valeurs, ou entre des distributions (ce
qui exige la préservation de leur normalisation). Les pro-
priétés de définitions a base de proportion arithmétique, ou
combinant cette derniére avec la proportion géométrique
sont étudiées, et des utilisations potentielles décrites. Une
annexe propose une preuve du théoreme de Pythagore en
termes de proportions géométriques.
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Abstract

Analogical proportions are relations that link 4 items a, b, ¢
and d and that are expressed as “aistobas cistod”. These
4 items are often described by vectors of Boolean, nominal,
or numerical values. Analogous proportions can also relate
logical formulas. The article proposes a first study of ana-
logous proportions between probabilities, whether they are
simply between values, or between distributions (which re-
quires the preservation of their normalization). The proper-
ties of definitions based on arithmetic proportion, or com-
bining the latter with geometric proportion are studied, and
potential uses are described. An appendix proposes a proof
of the Pythagorean theorem in terms of geometric propor-
tions.
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1 Introduction

Les analogies et les probabilités ne sont pas souvent consi-
dérées conjointement, bien qu’elles soient toutes deux liées
al’induction [ | 5]. De fait déja dans les années 1930, Janina
Hosiasson-Lindenbaum [ | ©], une philosophe, spécialiste du
raisonnement probabiliste et logicienne, considérait le rai-
sonnement analogique suivant : si deux conjectures f; et

f2 sont conséquences d’une méme hypothése h, I’observa-
tion de f1 (qui devient donc un fait) induit h et augmente
la croyance en la conjecture fs. Elle cherchait des hypo-
theses additionnelles lui permettant une justification proba-
biliste de cette augmentation de croyance. Dans le méme
esprit, plus tard, Polya [ ] considérera que f; et fo sont
analogues s’ils sont impliqués par une hypothése commune.
Dans cet article on s’intéresse a des analogies exprimées
sous forme de proportions analogiques' c’est-d-dire des
énoncés de la forme “a est a b comme c est a d”. Tout
comme I’inférence probabiliste bayésienne, 1’inférence ba-
sée sur les proportions analogiques permet de faire de la
classification avec succes [/, 2]. En classification, a, b,
¢, d sont des vecteurs de valeurs d’attributs décrivant les
items a classer. Les attributs peuvent étre booléens, no-
minaux, ou numériques. Cependant, les proportions analo-
giques peuvent étre étendues a des cadres de représentation
généraux comme la logique propositionnnelle [!6]. Dans
cet article, nous considérons le cadre probabiliste.

Cet article comporte quatre sections principales et une an-
nexe. La section 2 présente les rappels nécessaires sur d’une
part les proportions analogiques booléennes et d’autre
part les proportions analogiques numériques. Ces dernicres
peuvent €tre envisagées soit sur le modele des proportions
arithmétiques, soit sur le modele des proportions géomé-
triques. La section 3 s’intéresse aux proportions analo-
giques entre des valeurs de probabilité : ces valeurs repré-
sentent les probabilités qu’un item ait des valeurs particu-
lieres d’attributs. La section 4 considere la possibilité de dé-
finir des proportions analogiques entre quatre distributions
de probabilité. Pour ce faire deux définitions sont plus par-
ticulierement considérées, I'une a base de proportion arith-
métique, 1’autre requiert a la fois la satisfaction de propor-
tions arithmétiques et la satisfaction de proportions géomé-
triques. Cette seconde définition est compatible avec une
conservation de la divergence de Kullback-Leibler entre les
paires de distributions. La section 5 discute des applica-
tions potentielles de proportions analogiques entre proba-
bilités. Une annexe fournit une illustration du pouvoir des

1. Ces deux vues de I’analogie sont assez différentes. Cependant, si
a et b d’une part, et c et d d’autre part sont “analogues”, on peut arguer
qu’une proportion analogique “a est a2 b comme c est a d” doit tenir. C’est
ce qui est montré dans [| 7] ot “a analogue a b” est modélisé, de facon un
peu différente de Polya, par les relations de conséquence non monotone
“si a généralement b” et “si b généralement a”.



proportions géométriques en proposant une preuve élégante
du théoreme de Pythagore.

2 Rappels

Une proportion analogique “a est a b comme c est a d”,
notée a : b :: ¢ : d, est censée satisfaire trois postulats :

— réflexivité ca:b::a:b;

— symétrie:a:b:c:d=c:d:a:b;

— stabilité par permutation centrale : a : b :: ¢ : d =

a:c:b:d.
Quand les items sont représentés de maniere vectorielle,
c’est-a-dire que a = (a1, - ,a,), b = (b1, - ,by),

c=(c1, + ,cn),etd=(dy,--- ,dy,),laproportion analo-
gique a : b :: ¢ : d est définie composante par composante :

Définition 1 a:b::c:dssiVi=1,--,n, a; : b; :: ¢; : d;.

Nous considérons successivement les cas ol les compo-
santes ¢ correspondent a des variables booléennes, nomi-
nales, puis numériques. Dans ces sous-sections, on omettra
les indices 7 pour alléger la notation, étant entendu qu’on ne
s’intéresse qu’a une seule composante.

2.1 Proportion analogique booléenne

Le modele booléen minimal des 3 postulats précédents est
donné dans la table 1, ou I’on présente les valuations de
a, b, ¢, d que doit contenir tout modele des 3 postulats. Dans
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TABLE 1 — Table de vérité dea : b::c: d

ce modele minimal, les 10 autres valuations ne sont pas va-
lides. Une expression logique qui n’est vraie que pour les
quadruplets de la table ci-dessus est donnée par la formule

[“]:

a:b:c:d=[(an-b) = (cA-d)]A[(maAb) = (-cAd)]

(1)
Cette formule exprime précisément que “a differe de b
comme c differe de d et b differe de a comme d differe de
c” (et “lorsque a et b ne différent pas, c et d ne different
pas”).

L’inférence analogique est basée sur la recherche de d
connaissant a, b, et ¢ et s’appuie sur le modele minimal.
L’examen de la table montre que s’il existe, d est unique,
mais qu’il n’existe pas toujours de z telque a : b :: ¢ : x
soit vrai. Par exemple, il n’y a pas de solution dans {0, 1}
pour1:0::0:zetO:1::1:2.

La formule (1) s’applique aussi a des variables booléennes
représentant des formules propositionnelles quelconques.
Elle indique que pour que la proportion @ : b :: ¢ : d
soit satisfaite il faut que (a A =b) = (¢ A —d) et que
(—ma A'b) = (—¢ A d). Prenons 1’exemple d’une propor-
tion analogique qui apparait dans [/ °] et qui est également
valable pour toute structure de treillis [ 1] :

pVqg:piq:pAg

On peut facilement vérifier que (pVg)A—p = gA—(pAq) =
“pAgetpA=(pVg)=(pAgA-g= L.

Une formule propositionnelle a n variables peut étre dé-
crite sur les 2™ interprétations du langage considéré. Par
exemple, si nous avons deux variables booléennes p et ¢,
nous avons les interprétations pq, p—q, —pg, ~p—q. En les
prenant dans cet ordre, p est codé par 1100, p A ¢ par 1000,
pV g par 1110, g par 1010, etc.

On peut montrer que si ces 4 formules logiques a, b, c, d,
mettent en jeu un ensemble de n variables, et qu’elles sont
donc représentables par des chatnes de bits de taille 2™, cela
revient a avoir une proportion analogique a; : b; :: ¢; : d;
sur chaque composante ¢ des chaines de bits qui repré-
sentent les formules, c¢’est-a-dire pour chaque interprétation
possible [ 0] (notons que ¢ fait ici référence a une inter-
prétation, et non a une variable booléenne comme dans la
définition 1).

Effectivement dans 1I’exemple ci-dessus on a bien

1110 : 1100 :: 1010 : 1000
composante par composante.

Etant donné trois formules propositionnelles, on peut trou-
ver, si elle existe, la formule propositionnelle formant une
proportion analogique avec ces trois formules. On peut
aussi vérifier si quatre formules propositionnelles forment
ou non un proportion analogique [ 0].

2.2 Proportions analogiques nominales

La description des items peut impliquer des attributs nomi-
naux, c’est-a-dire des attributs avec un domaine fini dont la
cardinalité peut étre supérieure a 2.

Observons que la Table | présente trois types de motifs, a
savoir ssss, sstt et stst (ou s, t € {0, 1}); les deux derniers
motifs sont échangés par permutation centrale.

L analogie booléenne s’étend alors facilement a un attribut
nominal 4 prennant ses valeurs dans un domaine fini D 4.
a : b ¢ : destvrai pour une variable nominale si et
seulement si (comme suggéré pour la premiere fois dans

(10D

(a,b,c,d) € {(s,5,5,8),(s,t,8,1),(s,8,t,t)][s,t € D}
@)
ol s, t sont des valeurs distinctes quelconques du domaine
de I'attribut A. La condition (2) généralise clairement le
cas booléen. Elle garantit la satisfaction des postulats des
proportions analogiques.



2.3 Proportions analogiques numériques

Les proportions analogiques ont été imaginées par Aristote
sur le modele des proportions numériques étudiées dans la
génération d’avant par Archytas de Tarente et Eudoxe de
Chnide.

Parmi les proportions numériques, deux proportions qui
mettent en jeu les quatre opérations élémentaires ont une
place importante (a, b, ¢, d sont ici des nombres réels) :

— la proportion arithmétique a — b =c — d

. . Lo a C
— la proportion géométrique 7 4
On prendra la convention % = 1 considérant que

limx_m % =1.
11 est facile de vérifier que ces deux proportions sont bien
des proportions analogiques puisqu’elles satisfont les trois
postulats rappelés au début de cette section. Comme dans
le cas booléen, elles expriment bien ’identité des résul-
tats de comparaisons de a et b, et de c et d soit en termes
de différence soit en termes de ratios. On peut aussi véri-
fier ’accord avec la table de verité (Table 1) : pour les 6
lignes de la table, les égalités des proportions numériques
sont satisfaites (on prend % = 4o00) etil n’y a pas d’éga-
lités pour les autres quadruplets possibles. A la différence
du cas booléen, le cadre numérique offre des solutions pour
les proportions analogiques continues qui sont de la forme
a:b::b: c En effet, elles conduisent a la définition de la
moyenne arithmétique (b = “;C) et de la moyenne géomé-
trique (b = /ac).
Ces proportions peuvent aussi s’ écrire en combinant les ex-
trémes (a et d) et les moyens (b et ¢) :

— a+d = b+ ¢ (proportion arithmétique)

— a-d=1"b-c (proportion géométrique)
Cependant pour la proportion géométrique, cela permet
d’avoir0-1 = 0-0alorsque 0 : 0 :: 0 : 1 n’est certai-
nement pas une proportion analogique. On voit donc que
I’équivalence entre les formes “quotient” et “produit” ex-
clut 0.
Ces 2 proportions s’échangent par transformation logarith-
mique / exponentielle :
si ¢ = ¢ alors nous avons In(a) — In(b)

In(c) — In(d),

&%

si a — b = ¢ — d alors nous avons Z—: =
Rappelons enfin que la notation a : b :: ¢ : d a été utilisée
(au moins) jusqu’a Gaspard Monge [!“] pour signifier
% = % (lanotation * : :* a ét€ introduite par le mathéma-
ticien anglais William Oughtred au début du XVII®). On
donne en Annexe une preuve du théoreme de Pythagore
en termes de proportions géométriques pour illustrer leur

pouvoir expressif.

3

Il existe d’une part des extensions multivaluées de la pro-
portion analogique booléenne [0] qui permettent d’éva-
luer sur [0, 1] & quel point une proportion analogique entre
quatre nombres de [0,1] tient approximativement. Des
cadres généraux [“], [ /] ont été récemment proposés pour
définir si ou ou non une proportion analogique tient entre
quatre nombres de [0, 1]. Ces cadres inclut les proportions
arithmétiques et géométriques comme cas particuliers im-
portants. C’est pourquoi dans la suite de cet article on ne

considérera que ces deux proportions.

3 Proportion analogique entre va-
leurs de probabilité

Dans cette section, et la suivante, on s’intéresse a des pro-
portions analogiques entre des nombres réels qui sont des
probabilités, qui ont donc des valeurs entre O et 1.

On considere d’abord le cas de quatre probablités qui ré-
ferent a quatre populations différentes et qui concernent une
certaine valeur d’'un méme attribut pour les élements de ces
quatre ensemble. a, b, ¢, d sont donc les probabilités qu’un
élément d’un ensemble A, respectivement B, C', D prenne
la valeur v; pour Iatttibut 7. On peut bien siir s’intéresser
a différents attributs simultanément. C’est par exemple le
cas si on dispose d’une collection d’exemples et qu’on peut
faire des statistiques sur la valeur d’attributs pour 4 groupes
de données différents.

Dans la suite on utilise les notations suivantes ::q.; €t :1geo
pour distinguer les proportions analogiques arithmétiques
er géométriques.

La propriété suivante, facile a vérifier, garantit que si la pro-
portion analogique tient entre quatre probabilités, elle tient
aussi si on s’intéresse a I’évenement contraire :

Propriété 1
Sia:bugric:dalorsl —a:1—b:ig1—c:1—d.

Cette propriété désirable n’est pas vérifiée en général pour
iigeo- Elle tient cependant si les probabilités sont aussi en
proportion arithmétique. Cette propriété peut étre considé-
rée comme le pendant de I’implication suivante valide en
logique Booléenne :

a:bc:d=—-a:-b:—c:—d

ou a, b, c,d représentent des valeurs booléennes. Cela ex-
prime I’indépendance au codage de la proportion boo-
léenne, vérifiable sur la Table 1.

Propriété 2
Sia:biugrsc:detsia:bige, c:dalorsona

l—a:1-bigepl—c:1—d

Preuve On vérifie que (1 —a)(1 —d) = (1 = b)(1 —¢) si
ad =bceta+d=0>b+c. ]

Comme dans les cas booléen et nominal, il n’existe pas tou-
jours de x tel que a : b ::4,; ¢ : x tienne. En effet

0<a6<1,0<0<1,0<c<14A0<x=b+c—a<1

De la méme facon, il n’existe pas toujours de x tel que a :
b ::4co € : x tienne, puisque

b
0<a<1,0<b<1,0<c<140<zr=-—<1
a
Dans les deux cas, si b et ¢ sont grands alors on doit avoir a

grand, et si a est petit, on doit avoir b ou c petits pour qu’il
y ait une solution.



4 Proportion analogique entre distri-
butions de probabilité

Au lieu des vecteurs comme dans la définition 1, nous
considérons maintenant des distributions de probabilité
normalisées. a, b, c,d désignent maintenant quatre distri-
butions de probabilité sur un domaine fini. On a donc
Yicinti =1, X100 =1, Bz ne; = 1, Bimi ndy = 1.
On va examiner plusieurs définitions possibles de propor-
tions analogiques entre des distributions de probabilité et
étudier leurs propriétés.

4.1 Définition arithmétique

Considérons tout d’abord une définition basée sur la pro-
portion arithmétique.

Définition 2 Soient a, b, ¢, d quatre distributions de proba-
bilité sur un domaine fini X = {x1,--- ,x,}. Alors ces
distributions sont en proportion analogique arithmétique,
notée a : b ::qp; ¢ : dsi pourtoutionaa; —b; =c; —d,

o a; = a(x;), by = b(x;), ¢; = c(x;), dj = d(x;).

Il est clair que ::,,; satisfait les 3 postulats des proportions
analogiques. Cette définition préserve la normalisation des
probabilités.

Proposition 1 Soient a, b, ¢ trois distributions de probabi-
lité normalisées, sia : b ::qp; ¢ 1 detsi0 < ¢;+b;—a; <1,
Vi, alors d est une distribution de probabilité normalisée.

Preuve

La condition 0 < ¢; + b; —a; < lassureque 0 < d; < 1.
Comme Vi,a; — b; = c¢; — d;, I’addition membre a
membre de ces égalités montre que ¥;—; ,d; = 1 puisque

Yim1,na; = 13 X=1nb; = let X1 ne; = 1. O

La condition 0 < ¢; 4+ b; — a; < 1 est nécessaire pour que
d soit une distribution de probabilité, comme le montre le
contre-exemple suivant.

Contre-exemple 1 Prenons n = 2. a1 = 0,7,a2 = 0,3;
b1 = 0,3, b2 = 0,7,’ C1 = 0,2,(22 = 0,8
Ce qui donne d; = —0,2,dy = 1,2. O

La définition 2 couvre le cas déterministe :

Observation 1 Dans le cas déterministe, les distributions
de probabilités sont telles que Ji,e; = 1 and Vj # i,e; =
0, pour e € {a,b,c,d}. Il y a alors trois possibilités pour
que a : byt dtienne :

— Hi,ai :bi =C; :di =1;

— di,a; = b; = letﬂj,cj = dj =1

—Eli,aizcizletElj,bjzdjzl. O

Donnons maintenant quelques exemples, non extrémes
comme les précédents, de distributions pour lesquelles on
obtiendra a : b ::4,; ¢ : d.

Exemple 1

1. En utilisant la Propriété I, on voit que dés que
Ji, 3y, tel que a; : b; ar c; i dg, avec a; =
1—ai,bj = 1—bi,Cj = 1—Ci,dj = 1—di
etar = by = ¢, = dp = 0,Vk # i,j, on a
a:bigric:d.

2. En fait si a; : by g ¢ d;, pour tout
réel X on a A\ — a A —b; tari A — ¢
A — d;. Ainsi en prenant des )\ positifs dont la
somme n’excede pas 1, on peut construire des paires
((aj, b, ¢, di), (aj, b, cj,d;)) formant deux pro-
portions arithmétiques telles a; + a; = b; +b; =
¢ +c¢; = di +d; = N\ comme dans I’exemple
suivant ou on a des allocations partielles de pro-
babilité A\ = 0,4 et X' = 0,5 complétées par un
quadruplet (ay, b, ¢, di,) de valeurs égales a 0,1 :
a1 =0,1;a9 =0,3;a3 = 0,1;a4 = 0,2;a5 = 0,3.
b1 = 0,3; bQ = 0,1; b3 = 0,1; b4 = 0,3; b5 = 072.
c1=0,2;¢c0=0,2;¢3=0,1;¢4 =0,4;¢c5 =0,1.
d1 = 0,4;d2 = O,dg = 0,1;d4 = 0,5;d5 =0.

On vérifie bien que a : b iy C @ d tient entre des
distributions normalisées, toutes différentes.

3. Pour que a : b 4 c : d soit satisfait, il n’est
pas nécessaire de procéder comme précédemment,
c’est-a-dire de construire des paires de quadruplets
dont la somme terme a terme est constante. C’est ce
que montrent les deux exemples suivants pourn = 3
etn=4:
a1 = 0,3;a2 = 0,2;a3 = 0,5.
bl = 0,5; b2 = 0,1; b3 = 0,4.

Cc1 = 0,47 Co = 0,2; C3 = 0,4
d1 = 0,6; dg = 0,1; d3 = O,3

4. a1 =0,1;a2 =0,2;a3 =0,4;a4 =0,3.
b1 = 0,3; b2 = 0,3; b3 = 0,2; b4 = 0,2.
cp =0,2;¢0 =0,2;¢3 =0,2;¢c4 = 0,4.
dy =04;dy,=0,3; d3=0;ds=0,3. O

Ces exemples montrent qu’ils existent des distributions non
triviales satisfaisant la définition 2. Bien entendu, étant
donné trois distributions a, b, ¢, il n’existe pas toujours de
distribution d telle que a : b ::4; ¢ : d tienne, puisque on
doit avoir V¢, 0 < ¢; + b; — a; < 1. Notons cependant que
étant donné a, b, il est toujours possible de trouver c tel que
ces inégalités soient satisfaites pour chaque 7. on peut alors
trouver une distribution d en proportion anlogique arithmé-
tique avec a, b, c.

Remarque 1 1] est naturel de se demander ce qu’il en se-
rait d’une définition analogue a la définition 2 en termes
de proportion géométrique, c’est-a-dire considerer la défi-
nition suivante :

Définition 3 Soient a,b, c, d quatre distributions de proba-
bilité sur un domaine fini X = {x1,--- ,x,}. Alors ces
distributions sont en proportion analogique géométrique,
notée a : b ::ge, € d si pour tout i on a ‘g— = 2—

o a; = a(x;), by = b(x;), ¢; = c(x;), d;i = d(x;).



Malheureusement, comme le montre le contre-exemple sui-
vant, la contrepartie de la proposition | pour la proportion
géométrique est fausse. La normalisation de a, b, c ne suffit
pas pour garantir celle de d quand a : b ::4¢, C : d tient.

Contre-exemple 2 Prenonsn = 3. Onaay +as+asz =1,
by +bs+b3=1c+cx+c3=1¢etay-di =b1-cy,
ag-doy = by-co, as-ds = bsz-cs, avec la condition b;-c; < a;.
— bl = 0,2; bQ = 073;b3 = 0,5, c1 = 074;62 =
0,3;c3 = 0,3 donc by -c1 = 0,08;bg-co = 0,09; b3 -
c3 = 0,15. On prend a1 = 0,3;a2 = 0,4;a3 = 0,3.
Ce qui donne dy = %;dg = %,;dg = % et finale-
ment 3;d; = 0,991666 < 1
— bl = 0,1; bQ = 0,5;1)3 = 0,4, c1 = 0,2;62 =
0,2;¢3 = 0,6. Donc by - ¢c1 = 0,02;b5 - co =
0,10; b3 - c3 = 0,24. En conservant le méme a qu’au
dessus, on obtient d; = %; do = i; ds = % et donc
¥id; = 1,116666 > 1.

Remarque 2 Dans le méme esprit, on pourrait se poser la
question de définir une proportion analogique entre des dis-
tributions de possibilité [0, 5] a, b, ¢, d, oit la normalisa-
tion est exprimée par max; a; = 1, max; b; = 1, max; ¢; =
1, max; d; = 1, les a;,b;, c;,d; étant compris entre O et 1.
Comme une distribution de possibilité e peut étre vue en
termes de ses a-coupes e, = {i | e; > a} qui sont des
sous-ensembles emboités e, C eg si o > [, on peut se
ramener a l’approche pour le cas booléen pour chaque o-
coupe [10].

4.2 Définition combinant les deux types de
proportions numériques

Dans cette sous-section, on étudie une définition de la pro-
portion analogique entre distributions de probabilité, plus
exigeante que la définition 2 car combinant proportion
arithmétique et proportion géométrique.

Définition 4 Soient a, b, ¢, d quatre distributions de proba-
bilité sur un domaine fini X = {x1,--- ,x,}. Alors ces
distributions sont en proportion analogique arithmético-
géométrique, notée a : b :igrge C : d si pour tout i on a
a; —b; = c¢; — d; et %7’ = (CT;, ou a; = a(a:i), b; = b(xl),
C; = C(SCi), dl = d($l)

Il est clair que ::4,gc satisfait les 3 postulats des proportions
analogiques. Malgré le caractere contraignant de cette défi-
nition, il existe des distributions de probabilité non triviales
qui la satisfont.

Proposition 2 [l existe des distributions de probabilité
a,b,c,d telles que a : b ::qr4e C : d tient. Elles sont telles
que pour chaque composante 1,

— cas 1 : soita; = b; et ¢; = d;,

— cas 2 :soita; = c; etb; = d;.
et ce sont les seules solutions.

Preuve
En posant a; +d; = s; eta;d; = p;, onobtientd; = s; —a;,

puis a;(s;—a;) = p;, ¢’est-a-dire a? —5s;i-a;+p; = 0. Ainsi,
a; doit &tre une solution de 1’équation du second degré [ /] :

2 — sz +pi =0
Son discriminant est égal 8 A = s7 — 4dp; = (b; + ¢;)* —

4b; - ¢; = (b; — ¢;)?. Les deux solutions sont donc a; =
sitVA _ bitcit(bi—
2 2

¢)  Ce qui donne a; = b; ou a; = ¢;.
Ce qui conduit a (a;,d;) = (b;, ¢;) ou (d;, a;) = (bs, ;).
Donc a : b :igrge ¢ : d si et seulement si pour chaque
composante ¢, on a

-a; = b;etc; = d;, ou

-ai:cietbi:di O

Voici un exemple d’une proportion analogique entre des
distributions de probabilité a, b, ¢, d normalisées, toutes dif-
férentes, obéissant a la définition 4 :

Exemple 2

a; = O.I,CLQ = 03, as = 0.2, a4 = O.3,CL5 =0.1
by = 0.1,by = 0.4,b3 = 0.2,y = 0.2,b5 = 0.1
c1 — 0.1,02 = 03, C3 — 03, Cqy — 03, Cy — 0
di =0.1,dy = 0.4,d3 = 0.3,dy = 0.2,d5 = 0

On peut vérifier que les quatre distributions sont bien nor-
malisées, et que pour chaque ¢, on a a la fois a;—b; = ¢;—d;
et % = 2—’ (rappelons qu’on a pris la convention g =1).
Observons que pour les ¢ on a trois sortes de motifs pos-
sibles pour les valeurs de probabilités : (s, s, s, s), (s, t, s, t)
et (s, s,t,t), ce sont précisément ceux déja rencontrés pour
les valeurs nominales en sous-section 2.2.2. Notons que les
deux derniers motifs doivent étre obligatoirement présents
si on veut avoir des distributions distinctes, sinon on a
a = b (et donc ¢ = d), ou a = ¢ (et donc b = d). Le motif
(s, s,s,s) peut étre absent. Une situation semblable avait
déja été observée dans le cas booléen [-].

Il est facile de trouver des distributions de probabilité
a,b,c,d telles que a : b ::404c ¢ : d tient. En effet, on a
le résultat suivant.

Proposition 3 Etant donné deux distributions de probabi-
lité a et b différentes, il existe toujours deux distributions
de probabilité c et d telles que a : b ::qrq4e C : d tient. S’il
existe au moins un i tel que a; = b;, les quatre distributions
peuvent étre différentes.

Preuve

En effet, si a; # b;, alors ¢; = a; et d; = b;. Remar-
quons, puisque ;| q,—p, @i = 2| a;=b;Di £ p, que
Yilai#bi @i = 2| a;#b0i = 1 — p. Donc on a aussi

Vil ei#diCi = Ni|e;#a,di = 1 — p. Pour les i tels que
a; = b;, on affecte a ¢; = d; des parts de la masse restante
p de facon a ce que Yj—1 ,¢; = Xi—1 nd; = 1. O

Ces probabilités a, b, ¢, d satisfaisant a : b ::qr4c € : d ONt,
comme on vient le voir, une forme particuliere. Elles satis-
font une propriété remarquable en termes de divergence de
Kullback-Leibler (notée K L), qui rappelons-le, évalue le



changement entre deux distributions a et b par I’expression
KL(a,b) = £,=1 na; log ‘g— (dans le cas discret). En géné-
ral, KL(a,b) # KL(b,a). Cependant, on peut énoncer le
résultat suivant :

Proposition 4 Soient a, b, c, d quatre distributions de pro-
babilité formant une proportion analogique arithmético-
géométrique a : b :igrge ¢ 1 d. Alorsona:

KL(a,b) = KL(c,d)

Preuve

Puisque KL(a,b) = Xi=ina;logf et KL(c,d) =
Yi=1ncilog fl—l examinons les différents termes 7
a; log Z— et ¢; log 3— ;

On sait par la Proposition 2, qu’il y deux cas :

-cas (1) a; = b; : les deux termes sont nuls.

-cas (2) 1 a; = ¢; : On a donc a; logg—; = ¢ logg—z par
simple remplacement puisque Z—Z = fl—l

D’ott K L(a,b) = KL(c,d). O

Puisque ::4,4. satisfait les postulats des proportions analo-
giques, on a aussi

Propriété 3 Sia : b ::4rgc c: d, alors
— i) KL(a,c) = KL(b,d);
— i) KL(b,a) = KL(d,c);
— iii) KL(d,b) = KL(c,a).

Preuve i) étant donné la proposition 4 et la permutation
centrale; ii) puisqu’on obtient a : b :igrge ¢ 1 d = b :
a :qrge d : c, par applications successives de la permuta-
tion centrale, de la symétrie, et de la permutation centrale;
iii) la derniere égalité, qui correspond a la permutation des
extrémes, peut s’obtenir par application de la seconde a la
premicere. O

Un exemple de proportion analogique entre des distribu-
tions continues, définies & 1’aide de fonctions linéaires par
morceaux, est donné dans 1’ Annexe 2.

S Perspectives

Dans cette section, on suggere quelques pistes d’appli-
cations des proportions analogiques entre probabilités.
Puisque les résultats de la section 4 s’appliquent aussi a
toute collection de nombres positifs ou nuls dont la somme
est 1, on termine par une application aux sommes pon-
dérées en aggrégation multi-criteéres (puisque comme dans
une distribution de probabilité, la somme des coefficients y
est égale a 1).

Commencons par rappeler le principle de la classification
bayésienne. On a par le théoréeme de Bayes :

P(clz)P(x) = P(z|c)P(c)

ou x est un vecteur de valeurs d’attributs décrivant un item,
c est une classe, et on attribue a =, parmi les classes pos-
sibles, la classe ¢ qui maximise P(c|z). On peut remarquer
que cette égalité est une proportion géométrique :

P(z) : P(x|c) :: P(c) : P(c|z)

On peut au moins penser a trois pistes d’utilisation des pro-
portions analogiques sur des probabilités :

1. Parallele analogie-probabilités

Tout comme 1’approche bayésienne, les proportions
analogiques offrent une application a la classifica-
tion [+, 7]. Ceci suggere de faire un paralléle entre
les deux. Considérons quatre items a, b, c,d dont
les descriptions vectorielles forment une proportion
analogique au sens de la définition |. De plus on
suppose que ces quatre items ont été classés, d’une
part par la méthode bayésienne, et d’autre part
par la méthode des proportions analogiques. Si les
classes fournies pour a, b, ¢, d par le classifieur ana-
logique sont elles-mémes en proportion analogique,
on peut bien siir se demander si les deux classifieurs
sont en accord, mais aussi plus généralement, si
les distributions de probabilité fournies par la regle
de Bayes forment une proportion analogique (au
moins approximativement au sens de 1’extension
graduelle numérique des proportions analogiques
entre valeurs nominales, appelées extension conser-
vative dans [0]).

2. Valeurs d’attributs incertaines

Dans un probleme de classification, certains attri-
buts peuvent présenter une incertitude quant a leur
valeur. Considérons le cas d’un seul attribut incer-
tain, qu’il soit booléen ou nominal. Pour un item
donné, chaque valeur possible de cet attribut est
associée a une probabilité. Supposons que quatre
items correspondant a la valeur la plus probable de
I’attribut forment une proportion analogique.

Si les probabilités associées respectent également
cette proportion (au moins approximativement
comme plus haut) et que 1’équation analogique sur
les classes permette d’inférer une solution pour
le quatrieme item, alors on peut accepter cette
solution avec la probabilité correspondante.

3. Proportions analogiques entre distributions
Rappelons que 1’apprentissage par transfert peut
étre vu comme une sorte de raisonnement analo-
gique effectué au niveau méta (voir par exemple
[19]), puiqu’il s’agit de tirer parti de ce qui a été ap-
pris sur un domaine source afin d’améliorer le pro-
cessus d’apprentissage dans un domaine cible li¢ au
domaine source. Comme le suggere le vocabulaire
utilisé, la démarche est assez semblable a celle qui
préside au raisonnement a partir de cas [/].

On peut se demander si des proportions analogiques
entre distributions de probabilités, en particulier au
sens de la définition 4, pourrait permettre des trans-
ferts plus sophistiqués et plus contrdlés, en utilisant
les Propositions 2 et 3.

Plus simplement, on pourrait chercher a savoir
pour deux attributs d’intérét (I’age et le sexe dans



I’exemple ci-apres), si les probabilités d’€tre dans
une classe ¢

— pour un homme de moins de 40 ans,
— pour une femme de moins de 40 ans,
— pour un homme de plus de 40 ans,
— pour une femme de plus de 40 ans,

forment une proportion analogique pour les distri-
butions de probabilité sur les classes de chacune des
quatre populations.

Agrégation multi-critéeres

Des valeurs positives dont la somme fait 1 ne sont pas né-
cessairement des probabilités. Cela peut étre aussi les co-
efficients d’'une somme pondérée. Ainsi on pourra ajuster
des coefficients d par rapport a d’autres jeux de coeffi-
cients a, b, ¢ en résolvant une équation analogique a : b ::
c : x entre des distributions de coefficients, comme dans
I’exemple suivant :

— a : coefficients des matieres dans la filiere scienti-
fique de I’établissement 1,

— b : coefficients des maticres dans la filiere littéraire
de I’établissement 1,

— ¢ : coefficients des matieres dans la filicre scienti-
fique de I’établissement 2,

— d : coefficients des matiéres dans la filiere littéraire
de 1’établissement 2,

6 Conclusion

Cet article est vraisemblablement le premier a s’intéresser a
des proportions analogiques sur des distributions de proba-
bilité. On a notamment montré qu’il était possible d’avoir
une définition combinant les proportions arithmétiques et
géométriques. Cette définition garantit 1’invariance, dans
le cas discret, de la divergence de Kullback-Leibler entre
les les distributions formant les deux paires de la propor-
tion analogique. L’extension au cas continu nécessite une
étude minutieuse, pour mieux comprendre quelles sont les
situations possibles pour avoir une proportion analogique
entre des distributions (au dela du premier exemple donné
dans I’ Annexe 2), et savoir quand la conservation de la di-
vergence de Kullback-Leibler associée aux paires est pré-
servée. Cela constitue donc une piste de recherche a pour-
suivre. Plus généralement, les applications concrétes restent
a développer.
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Annexe 1 : Preuve du théoreme de Py-
thagore par proportions géométriques
Considérons un triangle ABC rectangle en C, et la hauteur
issue de C', comme sur la figure ci-apres.

Les angles HAC et HCB sont égaux comme ayant le

méme complément ACH. Les triangles ABC, ACH et
CBH sont donc semblables.
C

=

|
|
|
|
|
l

c H

Dans cette figure, deux c6tés d’un des trois triangles rec-

tangles sont donc proportionnels aux deux cotés correspon-

dants d’un autre triangle rectangle, et forment donc une pro-

portion géométrique, en termes de longueurs.

Par exemple, on a

AB:CB:: AC: HC c’est-a-direc:a::b: h

et donc ab = ch.

Sia=3,b=4,c=5o0nobtient h = 2.4.

On a aussi

CH : AH :: BH : CH c’est-a-dire h: ¢ — x :: x : h.

Ainsi

hW=cr—a22ie,h2+22=cx

Mais on a aussi

AB:CB: CB:BHcest-a-direc:a:a:x

et donc cx = a?.

On obtient h? + 22 = a?. QED!

A

Poura = 3, ¢ =5, on obtient z = 1.8.

On peut aussi écrire

CA:AB: AH :CAc’est-a-direb:c::c—x : b
ce qui donne b? = ¢? — cz.

Ce qui conduit a

& =a®+ b2

NB : Notons I’usage d’une proportion continue
(c:a:a:x).

Annexe 2 : Un exemple de propor-
tion analogique entre des distributions
continues

Un exemple, non trivial, simple, peut €tre construit de la
facon suivante, on prend
a(x) = p(z) sur (—oo, +00)

b(z) = p(z) sur (~o0, 0] b(x) = g(x) sur [0, +oc)
() = q(x) sur (00, 0]; c(x) = p(x) sur [0, +00)
d(x) = q(z) sur (—oo, +oo)



ou p et g sont des fonctions linéaires par morceaux
définies a partir d’une fonction paramétrée Sy, o, définie
sur [0, +00), représentée en trait plein sur la figure ci-apres.

0 a

Le point A a pour coordonnées (g, yo). On prend ensuite :
p(x) = Sgy,a(x) sur [0, +00), Sgy.q(—2) sur (—o0, 0].
q(x) est définie de maniere similaire avec des paramétres
xpetal.

Notons qu’on a p(0) = ¢(0) = 1, et que a, b, ¢, d sont donc
continues.

Laire en dessous de S;,, est égale a aire(Ty) +
aire(Tz) = xo/2 + ayo/2.

Pour assurer la normalisation des distributions a,b, ¢, d,
cette aire doit étre égale a 1/2, on doit donc imposer
(xo + ayo) = 1 et (zy + a’y,) = 1. Dans ces conditions,
on peut vérifier facilement que a : b :4rge ¢ : d et que
KL(a,b) = KL(c,d).

En partant de I’exemple ci-dessus, et en utilisant des fonc-
tions paramétriques S}, z,.q €t Sh%’a/ similaires aux pré-
cédentes, mais telles que Sp, zy.4(0) = Sh o/ ,a'(0) = h, on
peut construire des exemples plus complexes :

Soient p; < ps. Soient A < 1/2, M < 1/2.

On prend alors

a(e) = plx) sur (oo, pi]: ale)
a(x) = p(z) sur [pa, +00);

r(z) sur [p1,pa;

b(x) = p(x) sur (—oo,p1]; b(z) = r(x) sur [p1,pa];
b(z) = q(z) sur [ps, + c0);

c(x) = q(x) sur (—oo,p1]; c(z) = r(zx) sur [p1,p2];
c(x) = p(x) sur [pa, +00);

d(z) = q(z) sur (—oo,p1]; d(x) = r(z) sur [p1,pa];
d(x) = q(z) sur [pa, +00);

oll

— p(x) = Sh,zg,a(x — p1) sur [p1, +00),
p(x) = Sh.zo.a(P1 — ) sur (—oo, p1], et

(x)
()
— qgwg = Sh,a}.a’ (T — p2) sur [p2, +00),

— r(z) est tel que r(p1) = r(p2) = h (assurant

la continuité des 4 distributions) et [ ppl *r(z)dr =
A+ X (r peut éventuellement étre pris comme uni-
forme),

avec les constraintes

(hxo + ayp) =1 — 2],

(hxy +ad'yy) =1 —2XN,

et h(pa —p1) < A+ N (il y a égalité si r est uniforme).

assurant ainsi la normalisation des 4 distributions.
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