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Résumé
Le clustering sous contraintes incrémentales voit un ex-
pert améliorer pas à pas une partition de départ par
ajouts successifs de contraintes. Un conflit peut apparaître
quand des contraintes ajoutées entrent en contradiction
avec d’autres fournies aux itérations précédentes. Pour ré-
soudre ce problème, nous proposons une approche hybride
combinant apprentissage automatique et programmation
par contraintes. Notre méthode consiste à entraîner un mo-
dèle sur les retours utilisateurs passés, pour calculer un
score d’adéquation des contraintes à ce modèle. Cette me-
sure est ensuite employée comme pondération pour un pro-
blème d’optimisation sous contraintes afin d’identifier les
contraintes divergeant le plus du retour utilisateur pour les
enlever en priorité. Des tests sur des jeux de données et des
cas pratiques d’utilisation montrent la pertinence de cette
approche.

Mots-clés
Clustering sous contraintes incrémentales, programmation
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Abstract
Constraint-incremental clustering consists in letting an ex-
pert iteratively add constraints to improve an initial parti-
tion step-by-step. Conflicts can occur when a newly added
constraint contradicts others given in previous iterations.
We address this issue by introducing a hybrid approach
combining machine learning and constraint programming
(CP). Our method learns a model that scores the adequacy
of each constraint with respect to past user feedback. These
scores are then used in a CP model computing a minimal
correction set, identifying the constraints whose removal
would resolve the conflict while preserving those most ali-
gned with user intent. Experiments on synthetic and real-
world datasets demonstrate the efficiency and practical re-
levance of this guided correction mechanism.
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1 Introduction
La recherche en IA hybride - l’intégration de différents do-
maines de l’intelligence artificielle pour créer une synergie
entre eux - suscite de plus en plus d’intérêt à l’heure où les
demandes d’explicabilité des modèles et d’intégration de
l’humain dans les systèmes utilisant l’IA sont des enjeux
importants. Parmi les défis posés par ces approches, la ges-
tion du bruit dans le retour utilisateur revêt une importance
particulière. Qu’il provienne d’incohérences dans les spé-
cifications de l’utilisateur ou d’interprétations ambiguës,
l’expérience montre qu’elles sont inévitables en pratique.
En programmation par contraintes (PPC), elles conduisent
à des ensembles de contraintes insatisfiables nécessitant une
relaxation pour arriver à une solution.
Le clustering est une tâche importante en fouille de don-
nées dont l’objectif est de partitionner un ensemble de don-
nées (objets) en groupes (clusters) d’une manière telle que
les objets appartenant à un même cluster soient similaires
mais différents de ceux appartenant aux autres clusters. Le
clustering sous contraintes [8] a pour objectif de trouver
des clusters plus pertinents en spécifiant, sous forme de
contraintes, les propriétés requises. Cela permet de pallier
dans une certaine mesure aux biais des algorithmes de clus-
tering. Parmi les contraintes les plus communément utili-
sées figurent les contraintes must-link/cannot-link (ML/CL)
imposant que des objets appartiennent (ou non) à un même
cluster [21], ou que les clusters aient une taille minimale
et/ou maximale [2]. Elles sont en général données par l’ex-
pert et modélisent ses connaissances a priori sur le résultat
attendu.
Dans la pratique, l’expert peut éprouver des difficultés à
spécifier dès le début du processus toutes les connaissances
nécessaires à l’élaboration d’une partition intéressante. Une
alternative est de lui proposer de réagir sur un résultat en
cherchant à le corriger afin de suggérer des connaissances
intéressantes à intégrer, conduisant ainsi à une nouvelle par-
tition qui pourra être encore itérativement améliorée. Ceci
constitue un processus interactif potentiellement source de



conflits : une nouvelle contrainte peut être incompatible
avec une autre proposée plusieurs itérations auparavant,
sans que l’utilisateur s’en rende compte.
Résoudre un conflit dans un ensemble de contraintes re-
vient à identifier un sous-ensemble de contraintes à relâcher
afin de trouver une solution. Afin de respecter au mieux les
désirs de l’utilisateur, ce sous-ensemble doit préserver au
mieux les informations déjà données tout en permettant la
reprise du processus. Il doit aussi être possible d’expliquer à
l’utilisateur comment le choix du sous-ensemble à relâcher
a été effectué. Un système qui semble (du point de vue de
l’utilisateur) ignorer arbitrairement une partie des informa-
tions données peut réduire la confiance dans le processus et
décourager l’implication humaine.
Nous proposons une mesure d’adéquation des contraintes
exploitant le contexte incrémental, décrivant l’accord entre
une contrainte et un modèle d’apprentissage basé sur les
retours utilisateurs antérieurs. Nous expliquons également
comment utiliser cette mesure en PPC pour trouver un en-
semble minimal de correction optimal d’après cette me-
sure. Nous donnons une implémentation de ces contribu-
tions dans un système de clustering sous contraintes incré-
mentales composé d’un modèle PPC de modification mi-
nimale de partition et d’un algorithme de clustering actif
reposant sur un arbre de décision.
Dans la section 2, nous passons en revue des travaux
antérieurs liés à l’identification de sous-ensembles de
contraintes insatisfiables, et au clustering sous contraintes
incrémentales. Dans la section 3, nous clarifions le contexte
du clustering sous contraintes incrémentales dans lequel
s’inscrivent nos contributions. Dans la section 4, nous dé-
crivons la mesure d’adéquation et son utilisation pour le cal-
cul de MCS. Dans la section 5, nous présentons les résultats
expérimentaux sur les aspects critiques de cette approche.

2 Travaux antérieurs
2.1 Contraintes et insatisfiabilité
Le problème de satisfiabilité d’un ensemble de contraintes
est bien étalbi en programmation par contraintes et plus lar-
gement dans les paradigmes déclaratifs. La recherche sur
le sujet est allée au-delà du simple diagnostic d’insatisfia-
bilité pour développer des méthodes de calcul d’ensembles
insatisfiables minimaux (MUS), qui aident à comprendre
les causes des conflits en identifiant des combinaisons pro-
blématiques de contraintes. De plus, des ensembles de cor-
rection minimaux (MCS) peut aussi être trouvés ; ils repré-
sentent le plus petit ensemble de contraintes à enlever pour
rendre le reste satisfiable. Parmi les approches notables, on
peut citer CAMUS [14] qui effectue des résolutions suc-
cessives de problèmes MaxSAT pour énumérer des MCS
pour ensuite en déduire des MUS. L’algorithme MARCO
[13] parcourt des formules booléennes représentant les dif-
férentes parties de l’ensemble de contraintes. Chaque nou-
velle formule est testée pour savoir sa satisfiabilité, puis
étendue ou rétrécie pour arriver à un MSS ou un MUS se-
lon le résultat. QUICKXPLAIN [9] sélectionne un MUS en
prenant en compte un ordre donné sur les contraintes pou-

vant refléter des préférences utilisateur. Il fonctionne par
recherche dichotomique en respectant l’ordre établi sur les
contraintes.

2.2 Clustering sous contraintes incrémen-
tales

Il existe un effort de recherche grandissant dans ce que
nous appelons le clusteing sous contraintes incrémentale.
On peut donner comme point d’origine [6], qui introduit
l’idée de récupérer des retours utilisateur de façon itérative
à partir d’un résultat existant, au lieu de demander à définir
l’ensemble des contraintes à utiliser en une seule fois.
Par la suite, d’autres travaux reprendront et étendront ce
concept. [19] décrit une méthode basée sur une matrice
d’utilité qui représente la valeur de décisions prises selon
des attributs catégoriels (par exemple, choisir une place de
parking en fonction du bâtiment dans lequel on travaille).
Une même décision a donc une valeur différente selon
la catégorie à laquelle elle est appliquée. L’objectif est
de faire coïncider du mieux possible les clusters avec
les catégories qui maximisent une décision particulière.
Pour cela, on prend une décision pour chaque cluster
de la partition courante et on calcule la distribution des
utilités des points selon la décision prise. Des contraintes
ML sont générées entre les points qui ont les utilités les
plus élevées dans le même cluster, et des contraintes CL
sont ajoutées entre les points d’utilités très différentes.
On calcule alors une nouvelle partition à l’aide de ces
nouvelles contraintes avec COPKMEANS [21]. Dans
[16], l’algorithme INCREMENT découpe une partition
de départ en sous-clusters et en extrait un représentant de
chaque. L’utilisateur étiquette chaque représentant, puis un
encodeur apprend un espace sémantique en se basant sur
les étiquettes généralisées à l’ensemble des sous-clusters.
Enfin, INCREMENT partitionne le nouvel espace en
fonction du nombre d’étiquettes distinctes avec KMEANS,
ce qui permet de modifier le nombre de clusters de départ
tout en propageant les étiquettes dans le jeu de données.

Du côté des approches déclaratives, [10] présente un mo-
dèle en programmation linéaire à nombre entiers (PLNE)
qui effectue des modifications au niveau des clusters telles
que la réduction du diamètre d’un cluster. Une autre ap-
proche en PLNE [18] intègre des contraintes en post-
traitement à une matrice d’allocation probabiliste des points
aux clusters. Le PLNE produit une partition en assignant
à chaque point son cluster le plus proche en prenant en
compte les contraintes utilisateur de divers types : ML/CL,
triplet, taille des clusters, contrainte sur les voisins, les at-
tributs... Ce modèle peut également produire des clusters
chevauchants en permettant à un point d’appartenir à plu-
sieurs clusters en même temps.
Plus récemment, [11] présente un système de clustering col-
laboratif sous contraintes appelé I-SAMARAH. Plusieurs
agents calculent différentes partitions d’un jeu de données,
puis on identifie les conflits entre les partitions pour les mo-
difier. Quand tous les conflits ont été résolus, un résultat
final est désigné par vote. Les contraintes ML/CL sont inté-
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grées dans le critère global de qualité de I-SAMARAH, et
de nouvelles contraintes peuvent être ajoutées après l’uni-
fication. Les contraintes sont dispersées entre les différents
agents et servent à provoquer des différences par la créa-
tion de nouveaux clusters, pour créer de nouveaux conflits
et contrebalancer la tendance du système à l’homogénéisa-
tion des agents.
L’exploitation de contraintes déjà fournies a été explorée
en clustering actif pour générer de nouvelles contraintes
à faire valider par l’expert, qui ne sont pas redondantes
avec les contraintes connues [22, 1]. Par ailleurs, [20] pré-
sente une approche bayésienne pour estimer le meilleur
sous-ensemble de contraintes d’un ensemble insatisfiable
de contraintes must-link/cannot-link. Enfin, [7] décrit deux
mesures de qualité d’un ensemble de contraintes : l’infor-
mativité par rapport à un algorithme de clustering, c’est-à-
dire le taux de contraintes qui ne sont pas immédiatement
satisfaites par l’exécution de l’algorithme ; la cohérence des
contraintes entre elles selon leur projection de l’une sur
l’autre dans un espace métrique, qui estime la redondance
de l’ensemble.

3 Clustering sous contraintes incré-
mentales

SoitD un jeu de données de n points décrits par m attributs.
Le problème du clustering consiste à chercher une parti-
tion de D en k clusters de points similaires entre eux et
différents des points des autres clusters. Dans le contexte
de clustering sous contraintes incrémentales, des informa-
tions sur la partition voulue ou des relations entre les points
sont exprimées sous forme de contraintes. Ces contraintes
sont ajoutées itérativement ; on obtient à chaque itération un
nouveau lot de contraintes à utiliser. L’ensemble Ct contient
les contraintes employées à l’itération t pour modifier la
partition courante. Ct peut contenir des contraintes issues
des lots précédents. Le lot Lt contient les contraintes ob-
tenues à l’itération t par un algorithme de clustering actif
proposant des contraintes informatives et/ou par ajout di-
rect de l’utilisateur. De façon générale, le processus peut
être résumé par les étapes suivantes :

1. calculer une partition de départ P ;

2. demander à l’expert un lot de contraintes d’après D
et P ;

3. modifier P à l’aide de l’ensemble de contraintes Ct
comprenant le lot de contraintes obtenu Lt et tout
ou partie des contraintes antérieures ;

4. répéter les étapes 2 et 3 jusqu’à satisfaction de l’ex-
pert ou épuisement des contraintes possibles.

De nombreuses contraintes pour le clustering ont été dé-
veloppées, portant sur les relations entre certains points ou
sur des propriétés des clusters eux-mêmes. En l’occurrence,
nous nous concentrons sur des contraintes portant sur des
paires, des triplets ou des groupes de points.

Définition 3.1 (Contrainte must-link [21]). Soit P une par-
tition d’un jeu de données X . Une contrainte must-link

entre deux points xi et xj de X indique qu’ils doivent ap-
partenir au même cluster de P , formellement :

ML(xi, xj)
def
= ∀ Cp ∈ P, xi ∈ Cp =⇒ xj ∈ Cp, (1)

Définition 3.2 (Contrainte cannot-link). Soit P une par-
tition d’un jeu de données X . Une contrainte cannot-link
entre deux points xi et xj de X indique qu’ils doivent ap-
partenir à des clusters différents de P , formellement :

CL(xi, xj)
def
= ∀ Cp ∈ P, xi ∈ Cp =⇒ xj /∈ Cp, (2)

La fermeture transitive sur un réseau de contraintes ML/CL
permet d’obtenir des contraintes supplémentaires selon
trois règles [15] :

1. ML(xa, xb) ∧ML(xb, xc) =⇒ ML(xa, xc) ;

2. ML(xa, xb) ∧ CL(xb, xc) =⇒ CL(xa, xc) ;

3. pour un clustering binaire (k = 2), CL(xa, xb) ∧
CL(xb, xc) =⇒ ML(xa, xc).

Définition 3.3 (Contrainte triplet). Soit P une partition
d’un jeu de données X . Une contrainte triplet entre trois
points xa, xp et xn de X indique que le point xa est plus si-
milaire à xp qu’à xn. Cela implique les relations suivantes
en fonction des affectations de P :

Triplet(xa, xp, xn)
def
= xp /∈ Ca =⇒ xn /∈ Ca (3)

avec Ca le cluster auquel est assigné xa. Autrement dit, si
xa et xn sont dans le même cluster, xp doit également faire
partie du cluster puisqu’un point moins similaire à xa en
fait partie.

Définition 3.4 (Plage de clusters d’un ensemble de points).
Soit S un ensemble de points d’un jeu de données X . La
plage (span) de clusters de S pour une partition P est :

Sp(S,P) = {Cp | x ∈ Cp ∩ S} ∀ Cp ∈ P (4)

Exemple 3.1. La plage de clusters de {x1, x2, x3} pour la
partition {1, 1, 2} est Sp({x1, x2, x3}, {1, 1, 2}) = {1, 2}.

Définition 3.5 (Contrainte sur la plage de clusters). Soit
P une partition d’un jeu de données X en k clusters. Une
contrainte sur la plage de clusters [17] sur S ⊆ X restreint
la plage de clusters Sp(S,P). On distingue deux types de
contrainte sur la plage de clusters. Une contrainte spéci-
fique contraint la plage de S par rapport à un ensemble
C ⊆ [1,K] donné :

SSpan(S,C)
def
= Sp(S,P) ⊆ C (5)

Une contrainte sur la plage de clusters générique ne donne
qu’une borne supérieure γ sur le nombre de clusters dis-
tincts dans S :

GSpan(S, γ)
def
= |Sp(S,P)| ≤ γ (6)
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Au fil des itérations, il peut arriver que l’expert donne des
contraintes contradictoires avec d’autres reçues à une ité-
ration antérieure. Cela peut venir d’une simple erreur, ou
d’un changement des attentes au cours du processus pou-
vant être provoqué par exemple par un déclic en observant
les partitions successives. Dans tous les cas, il est nécessaire
de résoudre le conflit afin de procéder à la modification et
de ne pas bloquer le processus.

3.1 Cadre applicatif
Outre une description théorique, nous proposons une im-
plémentation de notre modèle dans un cadre de clustering
sous contraintes incrémentales incorporant un modèle PPC
de modification minimale de clustering [3] et un algorithme
de clustering actif basé sur les retours utilisateurs passés.

Algorithm 1 Clustering actif sous contraintes incrémen-
tales

Input : Dataset D, budget B
Output : partition P

1: t← 0
2: C ← ∅
3: P ← initialClustering(D)
4: U , sat← userFeedback(P) ▷ Retour initial
5: while sat == false do
6: if U ̸= ∅ then
7: Lt ← U ▷ Ajout de contraintes
8: else
9: Lt ← activeSelection(D,P, B) ▷ [4]

10: C ← C ∪Bt

11: Ct ← constraintSet(C)
12: P ← modifyClustering(D,P, Ct) ▷ [3]
13: if P == ∅ then
14: P ← solveConflict(Ct) ▷ Section 4
15: U , sat← userFeedback(P)
16: t← t+ 1

17: return P

Ce cadre décrit par l’algorithme 1 repose sur une boucle re-
posant sur la réaction de l’expert à la partition qui lui est
présentée. Il ou elle peut donner ses propres contraintes ou
utiliser le clustering actif pour générer des contraintes po-
tentielles à valider. Le lot de contraintes produit ainsi que
les contraintes antérieures sont utilisées pour modifier la
partition. Notre contribution se place dans le cas où la mo-
dification n’est pas réalisable en raison d’un conflit entre les
contraintes choisies.
La modification minimale de clustering est faite via un
modèle en PPC. La partition modifiée est représentée par
des variables entières Gi de domaine {1, . . . , k} telle que
Gi = c signifie que le point i appartient au cluster c dans la
partition modifiée.

min
∑N

i=1 I(P[i] ̸= Gi) d(i, Gi) (7)
s.t.

Zj = 1 ⇐⇒ cj (8)∑
c∈C Zc ≥ δ · |C| (9)

avec cj une contrainte quelconque parmi les types décrits
auparavant (ML/CL, triplet ou sur la plage de clusters) et
d(i, G_i) la distance du point i à un représentant du cluster
Gi auquel il est affecté.
La fonction indicatrice I(P[i] ̸= Xi) retourne 1 si le nu-
méro de cluster du ième élément de la partition modifiée est
différent du numéro de cluster à l’entrée du modèle, et 0
sinon.
Les contraintes décrites précédemment sont exprimées de
la forme suivante :

— Les contraintes ML/CL sont exprimées par Gi =
Gj et Gi ̸= Gj respectivement.

— Une contrainte triplet peut s’exprimer avec une im-
plication logique :

Ga = Gn =⇒ Ga = Gp (10)

— Les contraintes sur la plage de clusters sont ex-
primés avec des contraintes globales. Concernant
les contraintes spécifiques portant sur un groupe de
points S et un ensemble C de clusters autorisés, des
contraintes de domaine peuvent être employées :

Gi ∈ C, ∀ i ∈ S (11)

— Dans le cas des contraintes sur la plage de clus-
ters génériques, on utilise la contrainte globale at-
most_nvalue 1 [5] :

atmost_nvalue(γ, {Gi | i ∈ S}) (12)

4 Résolution de conflit entre des
contraintes de clustering

Pour rappel, un problème de satisfaction de contraintes est
posé sur un ensemble de variables V , chacune ayant un
domaine de valeurs autorisées dans un ensemble D, et un
ensemble de contraintes C à satisfaire. Un solveur en pro-
grammation par contraintes alterne entre la recherche (choi-
sir une variable et y assigner une valeur de son domaine)
et la propagation de contraintes (réduire les domaines des
autres variables en filtrant les valeurs qui ne permettent
plus de satisfaire le problème) jusqu’à trouver une assigna-
tion de toutes les variables, solution du problème. Soit un
problème de satisfaction de contraintes T = (V,D, C) tel
que C est insatisfiable, c’est-à-dire qu’au moins un sous-
ensemble S ⊆ C est tel que ses contraintes ne peuvent pas
être toutes satisfaites en même temps. Nous cherchons à ré-
soudre le conflit en identifiant des contraintes à enlever pour
permettre la satisfaction de toutes les contraintes restantes.
Différents sous-ensembles pertinents peuvent être calculés
à partir de ce problème. Leurs définitions sont rappelées ci-
dessous [14].

Définition 4.1 (Sous-ensemble insatisfiable minimal
(MUS 2)). Soit S un sous-ensemble de C. S est un
sous-ensemble minimal non satisfiable si et seulement si :

1. https://sofdem.github.io/gccat/gccat/Catmost_nvalue.html
2. De l’anglais Minimal Unsatisfiable Subset.
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— S est insatisfiable ;
— ∀ c ∈ S, {S \ c} est satisfaisable.

Définition 4.2 (Sous-ensemble satisfaisable maximal
(MSS 3)). Soit S un sous-ensemble de C. S est un sous-
ensemble satisfiable maximal si et seulement si :

— S est satisfiable ;
— ∀ c /∈ S, {S ∪ c} est insatisfiable.

Définition 4.3 (Sous-ensemble de correction minimal
(MCS 4)). Soit S un sous-ensemble de C. S est un sous-
ensemble de correction minimal e si et seulement si :

— C \ S est satisfiable ;
— ∀ c ∈ S, {C \ {S \ c}} est insatisfiable.

De façon équivalente, S est un MCS si et seulement
si C \ S est un MSS.

Il y a donc trois façons d’obtenir un MCS : soit par
construction depuis l’ensemble vide, soit par énumération
des MUS du problème pour trouver un MCS dual, soit par
calcul d’un MSS pour obtenir le complémentaire.

4.1 Adéquation d’une contrainte à un mo-
dèle

Il existe souvent de multiples façons de résoudre le conflit,
de sorte que la recherche d’un MCS est un problème combi-
natoire. Si l’on recherche un seul ensemble répondant à des
exigences pratiques, il faut définir une fonction à optimiser
représentant les propriétés désirées. La cardinalité de l’en-
semble est l’objectif par défaut dans ce genre de problèmes,
mais il est également possible de pondérer les contraintes et
chercher le MCS minimisant le poids des contraintes qui le
constituent.
C’est dans ce but que nous présentons une mesure desti-
née à servir de fonction de pondération dans un problème
d’optimisation sous contraintes. Cette mesure, que nous ap-
pelons adéquation d’une contrainte à un modèle, estime à
quel point l’affectation des points d’une contrainte dans un
modèle d’apprentissage supervisé entraîné sur des retours
utilisateurs passés (étiquetage partiel du jeu de données,
contraintes déjà fournies...) est en accord avec la définition
de la contrainte. La raison d’être de cette mesure est liée à
l’interaction intrinsèque au clustering sous contraintes in-
crémentales : quand un conflit est détecté dans l’ensemble
des contraintes fournies, il faut expliquer à l’utilisateur ce
qui pose problème et proposer une solution qui permette de
continuer le processus. Dans cet esprit, on considère que -
quitte à proposer une résolution du conflit - un MCS per-
tinent contient des contraintes qui semblent incongrues au
vu des informations déjà données par l’utilisateur. On peut
alors renforcer l’efficacité de la correction en laissant l’utili-
sateur confirmer la validité de tout ou partie des contraintes
proposées à la relaxation, ou le rejeter pour trouver un autre
MCS en écartant ces contraintes, le tout dans un fonction-
nement transparent et itératif.
On peut faire le parallèle avec la mesure d’informativité
présentée dans [7] : un contrainte informative selon un algo-
rithme de clustering A contient surtout des contraintes qui

3. De l’anglais Maximal Satisfiable Subset.
4. De l’anglais Minimal Correction Subset.

ne sont pas immédiatement satisfaites par la simple exé-
cution de A sur le jeu de données. De façon analogue,
l’adéquation d’une contrainte à un modèle peut être vue
comme une mesure de la capacité avec laquelle un modèle
d’apprentissage superviséM peut satisfaire une contrainte
grâce à son seul entraînement.
Le modèle appris est un algorithme d’apprentissage super-
visé qui utilise comme étiquettes l’affectation de la parti-
tion courante pour l’apprentissage. Son ensemble d’entraî-
nement est un sous-ensemble du jeu de données sur lesquels
l’utilisateur a déjà réagi. Ce modèle tente ensuite de généra-
liser aux points qui ne sont liés à aucune contrainte, repré-
sentant ainsi une approximation de la partition désirée par
l’utilisateur, d’après les informations connues [4]. En fonc-
tion du modèle utilisé (basé sur des arbres, des vecteurs de
support, probabiliste...), les paramètres définissant le mo-
dèle varient et la façon de calculer l’adéquation change éga-
lement. Mais la signification pratique est claire : nous vou-
lons éviter d’enlever les contraintes qui répondent parfaite-
ment à cette vision de la partition désirée.

Définition 4.4 (Adéquation d’une contrainte à un modèle).
Soit un jeu de donnéesX , un ensemble de contraintes C,M
un modèle d’apprentissage supervisé appris sur un sous-
ensemble XC de X , contenant les points impliqués dans des
contraintes de C, et c une contrainte d’arité n. Quand M
est utilisé pour prédire les assignation du reste du jeu de
données, il produit une partition prédit PM. L’adéquation
de c àM est une fonction ADQM(c) : M → [0, 1] telle
qu’une valeur de 1 correspond à un accord total avecM et
à l’inverse, une valeur de 0 représente la plus forte disso-
nance entreM et la contrainte.

Pour prendre l’exemple des contraintes de clustering défi-
nies en Section 3 : une contrainte must-link, qui indique que
deux points doivent être groupés ensemble, aura une adé-
quation de 1 si le modèle utilisé les considère comme si-
milaires, et une adéquation de 0 s’ils sont très différents (la
notion de similarité dépendant du fonctionnement du mo-
dèle utilisé). De même, une contrainte triplet sera d’adéqua-
tion maximale si le modèle classe le point de référence et le
point positif ensemble tout en classant le point négatif dans
un cluster éloigné ou différent ; dans le cas des contraintes
sur la plage de clusters, on considère que l’adéquation est
nulle si le modèle disperse les points concernés dans plus de
clusters que spécifié, sinon on évalue l’adéquation moyenne
de chaque sous-ensemble placé dans le même cluster.
On définit les formules suivantes pour chaque type de
contrainte afin de calculer leur adéquation à un modèle
M doté d’une fonction de similarité entre deux points
SIM(x,y) : X → [0, 1] dépendant du fonctionnement de
M :

ADQM(ML(x, y)) = SIM(x, y) (13)

ADQM(CL(x, y)) = 1−ADQM(ML(x, y)) (14)
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ADQM(Triplet(a, p, n)) = 0.5 ∗ (1 + ap− an

max(ap, an)
)

(15)
où ap = ADQM(ML(a, p)) et an =
ADQM(ML(a, n)). Cette mesure donne 0.5 si le
point de référence a est à égale distance de p et de n. Elle
augmente à mesure que p se rapproche et/ou n s’éloigne,
et diminue s’ils ont le comportement inverse. Dans le
cas où les trois points sont confondus, l’adéquation vaut
également 0.5, ce qui correspond au but de la fonction : il
est étrange de donner une contrainte posant des distances
différentes entre trois points s’ils sont confondus.

ADQM(Span(S, γ)) =

{
0 si Sp(S) > γ∑

x,y ADQM(ML(x, y)) sinon
(16)

où γ est le nombre de clusters maximal de la contrainte
(dans le cas générique) ou la cardinalité de l’ensemble de
clusters fourni (dans le cas spécifique).
Les contraintes considérées dans le cadre de cette publi-
cation peuvent toutes être retranscrites en un ensemble de
contraintes ML, ce qui permet de simplifier les formulations
des mesures d’adéquation.
Pour expliciter le principe, prenons un cas concret où le
modèle utilisé est un arbre de décision. La fonction SIM
peut reposer sur différentes métriques liés aux arbres. Nous
choisissons d’utiliser la mesure du dernier ancêtre com-
mun entre deux points (Eq. 17). Ainsi, l’adéquation d’une
contrainte ML par rapport à un arbre de décision sera de
1 si les deux points se trouvent dans la même feuille, et
va diminuer à mesure que le dernier ancêtre commun est
proche de la racine, jusqu’à atteindre 0 s’il s’agit de la ra-
cine elle-même. D’autres choix de métriques ou de modèles
sont possibles à condition de pouvoir normaliser la mesure.
En effet, l’adéquation pouvant porter sur des contraintes de
portées très différentes, il est nécessaire de pouvoir expri-
mer l’adéquation de toute contrainte sur le même intervalle
de valeurs afin d’éviter que des contraintes aient un score
plus élevée simplement parce qu’elles portent sur un grand
nombre de points. Concrètement, cela introduirait un biais
favorisant la sélection de contraintes binaires dans la consti-
tution de MCS.

LCA(x, y) =
profondeur(x ∩ y)

max(profondeur(x), profondeur(y))
(17)

4.2 Modèle PPC pour choisir le MCS d’adé-
quation minimale

Afin de calculer un MCS contenant les contraintes d’adé-
quation minimale à un modèle donné, nous exprimons un
problème d’optimisation sous contraintes (COP) en pro-
grammation par contraintes en reprenant les variables et
contraintes décrites en Section 4. Plus particulièrement, la
construction du MCS revient à donner une affectation aux
variables binaires Z réifiant les contraintes utilisateur. Dans

une solution du COP, on obtient donc un MCS {ci|Zi = 0}
et un MSS {ci|Zi = 1}. Une fonction objectif pondérant
les contraintes avec leur adéquation au modèle appris sur
les retours utilisateurs M oriente le solveur vers le MCS
contenant les contraintes les moins adéquates :

argmin

|C|∑
i=0

max(ADQM(c), ϵ)× I(Zi == 0) (18)

La fonction indicatrice I(Zi == 0) retourne 1 si la
contrainte i doit être relâchée (et donc faire partie du MCS)
et 0 si elle peut être conservée pour la modification.
Si le poids d’une contrainte est nul, alors l’assignation de
la variable binaire correspondante dans le COP n’aura pas
d’impact sur l’objectif. C’est pourquoi une valeur ϵ arbi-
traire non nulle mais proche de 0 est utilisée le cas échéant
afin que toutes les contraintes de E soient prises en compte
dans le calcul du MCS optimal. Cela est d’autant plus im-
portant qu’il paraît très pertinent d’inclure une contrainte
avec une adéquation nulle au modèle dans une solution.
Dans le cadre du clustering sous contraintes incrémentales,
l’insatisfiabilité d’un CSP à une itération t vient d’au moins
une contrainte appartenant au lot Lt qui vient d’être obtenu
(dans le cas contraire, la modification au temps t− 1 n’au-
rait pas pu être calculée). Le problème peut donc être res-
treint à l’ensemble des contraintes contenant au moins un
des points impliqués dans les contraintes de Lt :

E = {c ∈ Ct | ∃ l ∈ Lt s.t. portée(c) ∩ portée(l) ̸= ∅}
(19)

La formalisation du COP s’écrit donc sous la forme sui-
vante :

argmin
∑|E|

i=1 wi (1− Zi) (20)

s.t.
∑|Lt|

j=1 (1− Zj) ≥ 1 (21)
Zi ↔ ci (22)

La contrainte 21 indique qu’au moins une des contraintes
du MCS doit provenir du dernier lot de contraintes. Elle
sert à orienter la recherche sur un ensemble restreint des
contraintes considérées.

5 Expérimentations
Les expérimentations visent à :

— estimer l’impact de la mesure d’adéquation sur les
contraintes choisies pour correction.

— déterminer le nombre de contraintes qu’il est pos-
sible de traiter en temps raisonnable pour un
contexte d’interaction avec l’humain.

— évaluer l’efficacité de la méthode dans un cas d’ap-
plication réel, sur des séries temporelles d’images
satellite.
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5.1 Protocole expérimental
Implémentation. Le modèle PPC de calcul de MCS a été
implémenté en Python avec CPMpy 5. Cela permet d’utili-
ser en même temps le solveur CP-SAT d’or-tools 6 et
les librairies d’apprentissage automatique de Python telles
que scikit-learn. Nous avons choisi 10−4 comme valeur de
ϵ 7. La prédiction de la partition désirée par l’expert est réa-
lisée avec un arbre de décision de profondeur maximale 3
utilisant l’indice de Gini pour les décisions de branchement.

Méthodologie. Le modèle PPC de calcul de MCS est in-
tégré dans le cadre de clustering actif incrémental sous
contraintes décrit en Section 3. L’arbre de décision uti-
lisé pour calculer l’adéquation des contraintes est ap-
pris en début d’itération, avant d’obtenir un nouveau lot
de contraintes. Le modèle PPC de calcul du MCS opti-
mal est utilisé en post-hoc, si la modification de partition
échoue. La première itération ne produit pas de conflit :
les contraintes sont générées en se basant sur la vérité ter-
rain des jeux de données. Le deuxième lot de contraintes est
bruité de façon à introduire un conflit avec le premier lot.
Nous avons répété les expériences 10 fois pour prendre en
compte la variance des résultats.

Jeux de données. Les expériences ont été réalisées sur trois
jeux de données du dépôt de l’UC Irvine 8 : MNIST (60000
points répartis en 10 classes), Letters (20000 points répartis
en 26 classes) et Adult (48842 points répartis en 2 classes).

5.2 Impact de la mesure d’adéquation
Pour évaluer si les MCS calculés en utilisant la mesure
d’adéquation sont pertinents, nous comparons les MCS
construits à partir d’ensembles de contraintes insatisfiables
sans pondération (c.à.d le MCS optimal est celui qui
contient le moins de contraintes possible), et avec pondé-
ration par l’adéquation à un arbre de décision appris sur
une partition des points soumis aux contraintes.
Nous avons testé différents cas représentant les différentes
combinaisons de contraintes possibles parmi celles définies
en Section 4 :

— un ensemble de contraintes ML/CL contenant un ou
plusieurs cycles contenant une unique contrainte CL
[20] ;

— un ou plusieurs triplets en conflit avec des
contraintes CL posées sur les mêmes points concer-
nés par le triplet ;

— une contrainte sur la plage de clusters sur un groupe
de points impliqués dans un cycle de contraintes CL
tel qu’il faut plus de clusters pour satisfaire le cycle
de CL que ne le permet la contrainte sur la plage de
clusters.

On constate d’après la table 1 que les contraintes consti-

5. https://github.com/CPMpy/cpmpy
6. https://developers.google.com/optimization
7. Depuis la version 9.24 de CPMpy, des coefficients réels peuvent être

utilisés dans la fonction objectif, ce qui évite les transformations en valeurs
entières habituellement nécessaires. Nous avons cependant constaté que
le solveur cesse de donner des solutions correctes pour des valeurs en-
dessous de 10−4.

8. https://archive.ics.uci.edu/ml/index.php

Cas ML/CL Triplet Plage de clusters
MNIST

Non pondéré 0.67 0.78 0.89
Pondéré 0.45 0.12 0.34

Letters
Non pondéré 0.6 0.85 0.59

Pondéré 0.34 0.4 0.23
Adult

Non pondéré 0.89 0.77 0.87
Pondéré 0.24 0.18 0.23

TABLE 1 – Table des valeurs d’adéquation moyennes des
contraintes constituant les MCS calculées avec ou sans pon-
dération.

tuant les MCS calculés par notre modèle PPC ont une adé-
quation plus faible à l’arbre de décision utilisé que celles
d’un MCS obtenu sans pondération des contraintes. Quand
les MCS calculés avec et sans pondération ont la même car-
dinalité, le choix optimal fait avec la pondération ne varie
pas. A l’inverse, le seul critère de cardinalité introduit de la
variance dans les résultats à partir du moment où plusieurs
MCS de même taille existent.

5.3 Passage à l’échelle du modèle
Étant donné que le modèle est destiné à une application
dans un cadre interactif, il est primordial que la solution
optimal doit trouvée en temps réel. Nous avons mesuré
le temps de calcul du MCS pour différentes tailles d’en-
sembles de contraintes ML/CL (de 10 à 10000 contraintes)
sur le jeu de données MNIST. La figure 1 montre que le
temps de calcul n’excède pas 5 secondes en moyenne pour
la plus grande valeur testée. Pour les tailles d’ensembles de
contraintes attendues dans le contexte du clustering incré-
mental sous contraintes, le temps d’exécution est de l’ordre
de la seconde.

FIGURE 1 – Évolution du temps de calcul de MCS pour
différentes tailles d’ensembles de contraintes (échelle loga-
rithmique).

Ces résultats montrent non seulement que ce modèle est
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suffisamment rapide pour être intégré dans un cadre interac-
tif, mais aussi qu’il peut être employé avant de tenter la mo-
dification de partition, pour vérifier la satisfiabilité de l’en-
semble de contraintes Ct et produire directement un moyen
de résoudre le conflit le cas échéant.

5.4 Application sur un cas réel : coupes de
bois

Présentation des données. Le jeu de données utilisé est
une série temporelle de 11 images satellite de dimensions
724×337 d’une zone des Vosges, prises sur une période de
3 ans (détail en table 2) [12]. Au lieu des canaux habituels,
chaque pixel est associé à une série de valeurs NDVI (Nor-
malized Difference Vegetation Index) indiquant le niveau de
végétation à chaque date.

Période Date Coupes
t1 08/05/2016 -
t2 23/08/2016 -
t3 26/08/2016 -
t4 10/05/2017 8
t5 19/06/2017 -
t6 23/08/2017 -
t7 25/09/2017 -
t8 08/05/2018 2
t9 02/07/2018 -
t10 24/07/2018 -
t11 16/08/2018 -

TABLE 2 – Dates des prises de vue de la série temporelle et
nombre d’apparitions de zones de coupes claires à chaque
période

On dispose d’étiquettes qui décomposent la série tem-
porelle en 3 classes : végétation, artificiel, coupe claire.
Cette dernière classe a plusieurs particularités : elle a été
construite avec précision par des experts, alors que les
deux autres ont été délimitées de façon plus approximative.
Elle est aussi très petite en proportion des données totales
(moins de 0.3% des données, ce qui correspond à 639 pixels
sur un total de 243.988 pixels), ce qui la rend difficile à dé-
tecter par des méthodes non supervisées. Elle est composée
de 10 zones identifiées par les experts comme des endroits
où des arbres ont été coupés. La période d’apparition des
zones de coupes claires est indiquée dans la table 2. En-
fin, l’évolution temporelle des zones de coupes claires (une
baisse forte et ponctuelle du NDVI suivie d’un retour pro-
gressif à la normale) est similaire à celle des zones de prai-
ries fauchées ou de récoltes de cultures, ce qui complique
encore le problème. Dans ces conditions, l’intervention de
l’expert pour dissiper la confusion est primordiale. La fi-
gure 2a présente la répartition en pixels des classes annotées
et met en exergue la complexité de la tâche.
On dispose de 179 contraintes ML/CL issues de l’exper-
tise humaine (Figure 2b). Pour tester notre méthode, nous
introduisons du bruit dans ces contraintes pour simuler
des erreurs dans les annotations humaines. Cela se tra-
duit par l’inversion du statut des contraintes bruitées (un

ML devient un CL ou inversement). Plus la proportion de
contraintes bruitées est grande, plus l’algorithme d’appren-
tissage supervisé duquel découle l’adéquation est impacté
par le bruit. Nous avons mesuré que notre modèle PPC
de calcul de MCS identifie toutes les contraintes bruitées
tant que moins 10% de l’ensemble de contraintes est bruité.
Au-delà de 25% de contraintes bruitées, les MCS ont au-
tant de chance de comporter de vraies annotations que les
contraintes bruitées.

6 Conclusion
Nous avons développé un modèle en programmation par
contraintes pour calculer un ensemble de correction mini-
mal sur des ensembles de contraintes en clustering. Ce mo-
dèle repose sur une mesure d’adéquation des contraintes à
un algorithme d’apprentissage supervisé appris sur les re-
tours utilisateurs passés. Le modèle trouve un MCS optimal
efficacement et choisit des contraintes qui semblent contra-
dictoires avec le reste du retour utilisateur. Une piste d’amé-
lioration possible est l’étude du fonctionnement de la me-
sure d’adéquation avec d’autres modèles (SVM, classifica-
teur bayésien). Des expériences supplémentaires simulant
des comportements d’utilisateurs humains dans la généra-
tion d’erreurs pourraient confirmer la pertinence de notre
méthode.
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