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Résumé

La décomposition lagrangienne est une méthode de pro-
grammation linéaire en nombres entiers qui exploite
la structure d’un probleme pour construire des sous-
problemes indépendants. La résolution de ces sous-
problémes procure une borne a I’ optimalité sur le probleme
original. La qualité de cette borne peut étre optimisée par
des itérations de sous-gradients sur un vecteur de multipli-
cateurs. On compte plusieurs contributions qui transposent
ces principes en programmation par contraintes. Une ap-
proche récente, introduite par Bessa et al. (2025) permet
d’inférer une meilleure borne grdce a un modele d’appren-
tissage. Notre projet de recherche vise a trouver des trans-
positions de cette méthode vers d’autres domaines de réso-
lution de problémes combinatoires et d’en évaluer I’apport.
Une premiere discipline identifiée est la planification auto-
matique. Ce papier montre nos avancées préliminaires pour
améliorer une méthode existante de décomposition lagran-
gienne en planification. Nos premiers résultats témoignent
d’une avancée des performances avant d’avoir incorporé
’apprentissage dans notre méthodologie.
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Abstract

Lagrangian decomposition is an integer programming me-
thod that exploits the structure of a problem to construct in-
dependent sub-problems. Solving these sub-problems pro-
vides an optimality bound on the original problem. The
quality of the bound can be optimized by subgradient itera-
tions on a vector of multipliers. Many contributions trans-
pose these principles to constraint programming. A recent
approach, introduced by Bessa et al. (2025), allows a better
bound to be inferred using a learning model. Our research
aims to find transpositions of this method to other domains
of combinatorial optimization, and to evaluate its contribu-
tion. A first discipline identified is Al planning. This paper
shows our preliminary advances in improving an existing

Lagrangian decomposition method for planning. Our first
results show an improvement in performance before incor-
porating learning into our methodology.
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1 Introduction

Les méthodes completes en recherche opérationnelle sont
utilisées pour résoudre des problémes combinatoires et ga-
rantir I’optimalité des solutions trouvées. Cependant, lors-
qu’elles sont confrontées a des problemes de grande taille,
il devient nécessaire de s’appuyer sur des mécanismes per-
mettant de réduire efficacement 1’espace de recherche et
de guider la recherche d’une solution. Dans les méthodes
de recherche opérationnelle classique, comme la program-
mation linéaire en nombres entiers (PLNE), une famille de
techniques permet de tirer parti de la structure globale du
probléme et de ses contraintes en le décomposant [, 23],
La résolution de ces décompositions fournit une borne a
I’optimalité sur laquelle la résolution peut s’appuyer pour
éliminer une partie des solutions candidates de 1’espace
de recherche. En programmation par contraintes (PPC), il
existe déja des approches inspirées par la décomposition
en PLNE [ 7] pour utiliser ces méthodes sur un ensemble
plus varié de problemes. L’une d’entre elles, la décompo-
sition lagrangienne [|”], a été ’objet de contributions ré-
centes [ 3, 7] proposant de borner un modele de PPC ou
d’améliorer la propagation d’un groupe de contraintes afin
d’accélérer la convergence. La difficulté de cette méthode
reste la recherche de multiplicateurs lagrangiens permet-
tant d’obtenir une borne la plus stricte possible. Plusieurs
contributions ont essayé de répondre & des problématiques
similaires en PLNE avec des modeles d’apprentissage auto-
matique [, 5, ¢] mais ce n’est que plus récemment qu’une
méthodologie a été considérée en PPC [].

Notre projet de recherche vise a prolonger ce travail de
transposition en explorant de nouvelles possibilités d’hy-



bridation entre la décomposition lagrangienne et I’appren-
tissage automatique vers d’autres méthodes de résolution de
problémes combinatoires. Ce papier propose d’analyser une
méthode de décomposition existante en planification auto-
matique. Nous détaillons les travaux préliminaires a I’incor-
poration d’un mécanisme d’apprentissage et les premiers
résultats sur les performances. Enfin, nous expliquerons nos
futurs travaux pour compléter notre contribution.

2 Meéthode initiale

Le papier de Pommerening et al. [2”] présente une méthode
appliquant la décomposition lagrangienne a la planification
automatique. Dans cette section, nous caractérisons les no-
tions de base de la planification et les apports du papier sur
lesquels s’appuient nos travaux.

2.1 Notions de base

Une tache de planification classique peut adopter plusieurs
formalismes [/ |], nous définissons d’abord le systeme de
transitions d’une tiche pour ensuite évoquer SAS™ [4].

On définit une tiche de planification par un tuple © =
(S,L,e, T, sg,S«) avec S I'ensemble des états, L 1’en-
semble des labels des transitions, ¢ L — Rar une
fonction de coiit, 7 C S x L x S I’ensemble des re-
lations de transition, sy 1’état initial et S, C S D’en-
semble des états terminaux (goal state). L objectif est de
trouver un plan correspondant a une séquence de labels
(l1,...,l,) permettant de transitionner de sy vers un état
s« € S,. Transitionner d’un état s vers un état s’ est pos-
sible si 31 € L tel que (s,l,s’) € T. Chaque état du
plan doit pouvoir transitionner vers 1’état suivant, tel que
{(s0,11,51),(s1,12,82), -, {Sp—1,1n, $«)} C T. On sou-
haitera minimiser le colt du plan obtenu par >_"_, ¢(l;)
pour une recherche optimale.

Le formalisme SAS™ permet de représenter ce systeme de
transition de fagcon plus compacte, via des variables d’état
et des actions de changement d’état. On définit une tche
SAS™ par un tuple IT = (V, O, sq, s+, cost), avec V 'en-
semble des variables, O I’ensemble des actions, sg et s,
les assignations partielles de variables de I’état initial et
des états terminaux. Finalement, cost : O — Rf{ est une
fonction de colit similaire a c. Chaque variable v € V
est caractérisée par un domaine D), comprenant la valeur
indéfinie (). Dans cette représentation, un état s est for-
malisé par un ensemble de faits. On peut représenter un
fait, ou une assignation, par une paire (v, D,). On dénote
vars(s) C V I’ensemble des variables assignées dans s et
s[v] la valeur de v dans s. Chaque action o € O posséde
des préconditions pre(o) et des effets ef£(0), deux en-
sembles de faits. Une action o est applicable a un état s si
pre(o) C s, i.e. tout fait dans pre(o) 'est aussi dans s.
La fonction o(s) est I’application de o sur s, pour toutes va-
riables v € vars(ef£(0)), o(s)[v] = e££(o)[v], les autres
variables restant inchangées. De facon équivalente, I’ objec-
tif est de trouver une séquence d’actions m = (01, ...,0,)
applicable a I’état s et aux états intermédiaires vers un état
S

La recherche d’une séquence a travers 1’espace d’état est

complexe, d’autant plus lors d’une recherche optimale. Elle
est donc nécessairement guidée par une fonction heuris-
tique. L algorithme de recherche guidée A* [|-] priorise
I’expansion d’états selon I’évaluation d’une fonction heu-
ristique. On définit b € R} U{oco} une fonction heuristique
sur un état s et estimant le co(it de transition de cet état vers
s«. La valeur oo est retournée si 1’objectif n’est pas attei-
gnable depuis s. Une heuristique i admissible, i.e., qui ne
surestime pas le cofit optimal de s vers s,, permet de guider
la recherche tout en préservant son optimalité. On dénote
f* la fonction optimale donnant le cofit minimal de s vers
S«, alors h est admissible si Vs € S, h(s) < f*(s, cost).

2.2 Heuristiques d’abstraction

En planification, les heuristiques d’abstractions imposent
une équivalence entre des états d’un systeme de transition
en les réduisant a un état abstrait. Cette méthode permet de
construire un nouveau systeme de transition dont la taille
de I’espace de recherche est réduite et d’en obtenir une va-
leur heuristique grace a un algorithme de recherche, comme
Dijkstra [V], ou par un solveur grace a une modélisation en
programme de flots. Helmert et al. [ | 6] donnent une défini-
tion générale de la représentation d’une abstraction pour un
systeme de transition.

Une abstraction d’un systéme © est une surjection € qui
applique S vers un ensemble d’état abstraits S€. On dé-
note ensuite le systeéme de transition abstrait O, un tuple
(8¢, L, T, 50 S5) avee T = {(e(s),1,€(s))[(s,1,8) €
T}, s§ = €(so) et SE = {e(s)|s« € Si}. Le calcul d’une
heuristique d’abstraction h. se fait en deux étapes : 1’état
courant est d’abord projeté dans 1’espace de 1’abstraction
grace a la fonction € et on résout le systeme abstrait en com-
mengant par I’état projeté afin de retourner le cofit du plan
. comme valeur de I’heuristique.

2.3 Partitionnement de coiits

Utiliser plusieurs abstractions différentes d’une tiche est
souhaitable pour obtenir une meilleure heuristique par 1’ad-
dition des résultats des abstractions. Seulement, ces heu-
ristiques sont rarement additives [27]. C’est a dire que la
somme de leur valeur peut ne pas étre admissible, a cause de
la possibilité d’une utilisation redondante d’actions entres
plusieurs abstractions. Des contributions proposent de dis-
tribuer les colits de chaque action entre 1’ensemble des abs-
tractions pour dépasser cette limite lors de la recherche d’un
plan optimal [/%]. On note la part des cofits distribués a
une abstraction e par un vecteur cost.. Pour que la distri-
bution assure 1’additivité d’un ensemble d’abstractions F/,
la contrainte suivante doit étre satisfaite : ) ., costc , <
cost(0),Yo € O. Les heuristiques de partitionnement de
cotts font partie de la famille des heuristiques de comptage
d’opérations [ |] dont chaque abstraction peut se représen-
ter par un programme linéaire avec des variables count. ,
le nombre d’utilisations de I’action o dans € et des variables
auxiliaires y.. On dénote A, et B, des matrices de poids sur
le nombre d’utilisation des actions et b, un vecteur contrai-
gnant un nombre d’utilisation minimum sur les ensembles
d’actions. La forme générale de ces programmes est la sui-



vante :

min costjcount6 (D)
st Account. + Beye > be
counte,y. > 0

Pour qu’une heuristique de comptage soit admissible, il faut
que chaque contrainte ait une solution pour chaque plan 7,
ol count, , est équivalent au nombre de o dans le plan.

2.4 Décomposition lagrangienne

Pommerening et al. [Z”] montrent un parallele entre le par-
titionnement de cofits et la décomposition lagrangienne en
s’appuyant sur la formalisation en programme linéaire de
ces heuristiques. La décomposition lagrangienne exploite
la structure des problemes d’optimisation par 1’utilisation
des variables liantes entre des groupes de contraintes. Elle
introduit tout d’abord des contraintes d’équivalence entre
les variables liantes et de nouvelles variables indépendantes
qui les remplaceront dans les contraintes du probléme ori-
ginal. Par exemple pour un programme générique avec des
variables x et une série de contraintes A;x + B;y; > b;,
avec 1 < ¢ < k. On peut créer de nouvelles variables z;, de
nouvelles contraintes x = x; puis remplacer les contraintes
sous la forme A;x; + B;y; > b;. La relaxation lagran-
gienne est alors appliquée aux contraintes d’équivalences
en les déplacant dans la fonction objectif avec un vecteur
A€ Rgo appelé multiplicateurs lagrangiens. Par exemple,
une contrainte générique Ax > b relaxée par cette mé-
thode est ajoutée a la fonction sous la forme A\(b — Azx).
Le choix des multiplicateurs A est important puisque ces
derniers agissent directement sur la qualité de la borne.
Dans la littérature, les multiplicateurs peuvent étre optimi-
sés grice a leur dual et par plusieurs méthodes, tels que 1’al-
gorithme du sous-gradient qui sera abordé plus loin dans ce
papier. L’ objectif est d’ensuite pouvoir décomposer le pro-
bleme initial en séparant les contraintes originales dans ¢y,
en sous-probléemes que 1’on peut ensuite formaliser comme
suit :

¢i(A;) =min Az 2
st Ajx; + By > b;
Zi Y =2 0

Un sous probleme supplémentaire ¢ est formalisé pour dé-
finir la contrainte Zle Ai < csur les multiplicateurs :

k
go(N) =min (c—> X)Tx 3)
=1
st x>0

Les k sous-problemes montrent une similitude avec les heu-
ristiques d’abstractions partitionnées et leurs représenta-
tions mathématiques. Les multiplicateurs lagrangiens sont
en fait un équivalent au cofit partitionné dans chaque abs-
traction et les variables = sont similaires aux variables
count. La contrainte d’admissibilité sur le partitionnement

du coflit est assurée par le sous probleme supplémentaire.
On peut donc employer les mémes méthodes d’optimisa-
tion des multiplicateurs lagrangiens aux cofits partitionnés
pour resserrer 1’heuristique vers le colit optimal de la tache
de planification. Pommerening et al. [ ”] itere sur des mé-
thodes de sous-gradient [0] pour améliorer un partitionne-
ment initial. Chaque abstraction est résolue lors d’une ité-
ration ¢ et retourne un plan 7r£t) afin de compter le nombre
d’occurrences des actions. Le partitionnement des cofits
pour 'itération suivante est calculée par sous-gradient, i.e.,
costEtH) = costgt) + n(t)occurences(ﬂg)), avec 7 une
fonction de pas et occurences une fonction retournant le
vecteur d’occurrences des actions dans un plan. Une pro-
jection du partitionnement dans un espace admissible est
requise en fin d’itération pour satisfaire la contrainte d’ad-
ditivité. Enfin, la valeur heuristique est retournée par 1’ad-
dition du cofit des plans de chaque abstraction a la derniere
itération.

3 Implémentation actuelle

Dans cette section nous décrivons les changements apportés
au planificateur Fast Downward [ | 5] pour I’'implémentation
des mécanismes de partitionnement et de décomposition la-
grangienne. L’ implémentation résultante est ensuite com-
parée avec celle initialement proposée par Pommerening et
al. [27] disponible en ligne '

3.1 Améliorations apportées

Notre premiére amélioration a consisté a transposer les al-
gorithmes de décomposition lagrangienne vers une version
plus récente de Fast Downward (24.06) car plusieurs chan-
gements majeurs ont été opérés depuis la version utilisée
par Pommerening et al. [7”]. Nous avons aussi simplifié le
code et amélioré sa consommation mémoire en ne retrans-
crivant que la partie nécessaire a nos travaux. Par exemple,
nous avons fait le choix de ne pas transposer les structures et
méthodes qui résolvent les abstractions avec un programme
linéaire et de réduire la taille des systémes de transitions
abstraits. Cette démarche nous permet d’économiser de la
mémoire vive lorsque nous générons de nombreuses abs-
tractions de nos taches. L’amélioration n’a pas d’impact sur
la structure des algorithmes de recherche, par conséquent,
le nombre de nceuds étendus et le nombre de noeuds évalués
sont identiques lorsque les parametres du planificateur sont
les mémes.

Notre deuxieme amélioration a été de changer la fonction
de pas dans le calcul du sous-gradient. Pommerening et

al. [27] implémentent un pas tel que 7)(t) = +. Cette mé-

thode possede plusieurs désavantages, notamment, elle ne
prend pas compte de la possibilité que les cofits entre les
actions soient hétérogeénes. Un effet de zigzag peut égale-
ment apparaitre sur le gradient, car la méthode le pousse
dans une mauvaise direction, e.g., la direction inverse de
I’itération précédente. Un effet de "sur place" peut aussi étre
constaté pendant I’étape de projection. La littérature sur les
méthodes de sous-gradients répertorie des approches qui ré-

1. https: zenodo.org/records/550049¢


https://zenodo.org/records/5500499

duisent ces phénomenes [ )]. Nous avons implémenté un
nouveau pas inspiré du pas de Polyak [!“]. On remplace
alors 7(t) par O (ubl”) — h{D)/]|d®|12. B® € [0,2] est
un parametre arbitraire, ubgt) est une estimation de la borne
haute de notre heuristique sur I’abstraction e, hgt) est la va-
leur de notre heuristique d’abstraction € et d*) le vecteur
de la regle de déviation. Nous avons fait le choix de di-
minuer 3) de moitié lorsque la somme des abstractions
n’augmente pas pendant 10 itérations de sous-gradients. La
borne ubg) est calculée sur le plan m(_t) avec le cofit original
des actions utilisées. Ainsi, I’aspect hétérogene des actions
et de leur répartition a travers les abstractions est pris en
compte dans la méthode de sous-gradients. La valeur d(*)
est calculée par d¥) = aoccurences(wét)) +(1—a)dtb,
« € [0,1] est un paramétre arbitraire et d° = 0. Le but de
d® est de "dévier" le gradient avec le calcul de déviation
précédent pour diminuer ’effet de zigzag.

3.2 Résultats comparatifs

Nous avons effectué plusieurs expérimentations compara-
tives entre notre version de la décomposition lagrangienne
dans Fast Downward et celle de Pommerening et al. [7”].
Nous utilisons les instances de tiches de la piste optimale
de I’ International Planning Competition (IPC) de 1998 a
2018 et nous limitons le temps de recherche a 1800s et
la mémoire a 2GB pour chaque instance. La limite de
temps correspond au standard d’IPC et la limite de mé-
moire rejoint celle de Pommerening et al. pour leurs expéri-
mentations. Nous avons paramétré les deux approches afin
qu’elles utilisent toutes deux des abstractions de 2 variables
au plus et nous nous limitons aux patrons intéressants pour
du partitionnement non négatif [7(]. Le partitionnement
initial est le partitionnement saturé [”-] qui était celui avec
les meilleures performances initiales dans le papier initial.
Le processus de partitionnement est appelé uniquement sur
le premier état évalué, les itérations de sous-gradients sont
exécutées a chaque état et sont limitées a 200. Les para-
metres de notre pas sont « = 0.5 et 5; = 0.001.

Premierement, nous avons constaté que les longueurs des
plans conjoints aux deux approches ne sont pas différentes,
ce qui veut dire que notre approche reste optimale. Une pre-
miere différence est que notre approche résout 453 taches
sur les 1827 instances sélectionnées contre 427 pour la
méthode initiale. La valeur évaluée par notre heuristique
sur 1’état initial est plus élevée dans 522 taches. Cet écart
montre que notre changement de pas rend notre heuristique
plus informative, puisque les deux méthodes utilisent un
partitionnement ainsi qu’un nombre d’itérations similaire.
Ce changement s’explique par la prise en compte des coflits
hétérogenes qui permet des pas plus grands et par mitiga-
tion des effets de stagnation lors des itérations. Nous pou-
vons également constater une baisse de I’empreinte mé-
moire de notre implémentation, ce qui pourrait s’avérer
utile pour des instances ou des configurations générant des
abstractions en plus grand nombre. La figure | présente une
comparaison entre les deux méthodes en termes de nombre
de nceuds évalués et de nombre de nceuds étendus. Un point
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FIGURE 1 — Distribution comparative du nombre de noeuds
évalués a et étendus b entre les deux implémentations sur
les instances références.

s’écartant d’un cdté ou de I’autre de la diagonale indique
un nombre supérieur d’évaluations ou d’expansions pour
la méthode sur I’axe associé. Le nombre de nceuds éva-
Iués est inférieur dans 208 tiaches contre 26 et le nombre
de nceuds étendus est inférieur dans 218 tiches contre 30
pour notre méthode. Nous pouvons donc étendre et évaluer
moins d’états, parfois d’un ordre supérieur a 103, tout en
résolvant plus de taches.

4 Futurs travaux

A terme, notre objectif de recherche est d’obtenir direc-
tement des multiplicateurs lagrangiens donnant une borne
strict et d’ainsi éviter les étapes de sous-gradients qui sont
prohibitives en temps de calcul. A cette fin, notre prochaine
étape est de quantifier le potentiel du gain de temps que peut
apporter un modele d’apprentissage des multiplicateurs la-
grangiens. Pour cela, nous allons mettre en place une heu-
ristique oracle en encodant les évaluations d’état de la dé-
composition lagrangienne sur nos instances de référence.
Une comparaison de cette méthode avec notre implémenta-
tion nous permettra d’obtenir la quantité de temps gagné par
I’économie des itérations du mécanisme du sous-gradient et
du partitionnement des cofits afin de valider notre hypothese
de recherche.

Ensuite, il conviendra de définir notre modele d’apprentis-
sage. Celui-ci pourra s’inspirer des dernieres contributions
sur des représentations en graphes dans le domaine de la
planification automatique [/, 0] ainsi que des mécanismes
d’apprentissage des multiplicateurs lagrangiens dans le do-
maine de la programmation par contraintes []. Il nous fau-
dra également étendre les expérimentations a la comparai-
son avec d’autres planificateurs de 1’état-de-I’art. Un point
intéressant sera d’analyser les performances par rapport
au planificateur Scorpion [25] sur un jeu d’instances com-
munes. Il s’agit d’un planificateur employant également le
partitionnement de cofits comme heuristique principale et
démontrant d’excellents résultats sur la derniere compéti-
tion IPC [27]. Nous voulons enfin pouvoir étendre notre re-
cherche a d’autres problémes combinatoires en dehors de la
planification.
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