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Résumé

La satisfiabilité diversifiée est un probleme d’optimisation
combinatoire qui cherche a identifier k modeéles satisfaisant
une formule CNF donnée tout en maximisant la somme des
distances entre chaque paire de modeéles. Cet article pré-
sente deux nouvelles méthodes exactes de résolution. La
premiére approche s’appuie sur la programmation quadra-
tigue en nombres entiers, tandis que la seconde est ba-
sée sur une formulation pseudo-booléenne linéaire, pou-
vant également étre adaptée a la satisfiabilité maximum
(MaxSAT). Notre évaluation expérimentale approfondie dé-
montre [efficacité et la performance des deux méthodes
proposées sur diverses instances. De plus, pour certaines
familles d’instances, les approches proposées parviennent
a obtenir des solutions optimales.
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Abstract

Diverse Satisfiability is a combinatorial optimization pro-
blem that seeks to identify k models satisfying a given CNF
formula while maximizing the sum of pairwise Hamming
distances between them. This paper introduces two novel
exact solution methods. The first approach relies on qua-
dratic integer programming, while the second is based on
a linear Pseudo-Boolean formulation, which can also be
adapted to Maximum Satisfiability (MaxSAT). Our com-
prehensive experimental evaluation demonstrates the effi-
ciency and effectiveness of both proposed methods across
various benchmark instances. Furthermore, for some ins-
tance families, the proposed approaches manage to obtain
optimal solutions.
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1 Introduction

La satisfiabilité propositionnelle (SAT) est un probleme de
décision consistant a déterminer si une formule en forme
normale conjonctive (CNF) donnée peut étre satisfaite par
une affectation de variables [0], également appelée mo-
dele de la formule. SAT est le premier a avoir été démon-
tré NP-complet [“], et constitue un paradigme largement
utilisé pour la modélisation de nombreux problemes du

monde réel, notamment en vérification matérielle et logi-
cielle [ !, 7], en planification et ordonnancement [, ”5], ou
encore en bio-informatique [0, | 7/]. La version classique
du probléme SAT vise a trouver un unique modele pour
une formule CNF donnée, mais de nombreuses applications
réelles exigent I’identification de plusieurs modeles présen-
tant des propriétés structurelles diverses. Dans ce cas, le
fait de s’arréter au premier modele ne permet pas de me-
ner a bien I’analyse souhaitée ou risque 1’omission d’in-
formations cruciales. Un exemple représentatif qu’on peut
citer est celui de la vérification bornée de modeles (Boun-
ded Model Checking, BMC) [!], ou chaque modele de la
formule correspond a un chemin de vérification possible.
Toutefois, se limiter a une unique solution peut accroitre le
risque d’omettre des erreurs spécifiques, dans la mesure ou
celle-ci ne permet pas de capturer 1’ensemble des compor-
tements potentiels du systeme vérifié. Cette limitation met
en évidence la nécessité de générer plusieurs solutions pré-
sentant une forte diversité structurelle, en vue d’accroitre la
robustesse des processus de débogage et de vérification.

Dans cette optique, Nadel a introduit le probleme de la
satisfiabilité diversifiée (Diverse Satisfiability) dans [20].
Etant donné une formule CNF, ce probleme consiste a iden-
tifier kK modeles de la formule maximisant la diversité struc-
turelle. Celle-ci est quantifiée a 1’aide de la somme des
distances de Hamming entre toutes les paires de modeles
sélectionnés, assurant ainsi une dispersion maximale dans
I’espace des solutions. Dans ce méme travail, 1’auteur pro-
pose une méthode incompleéte s’appuyant sur une heuris-
tique de décision dédiée. Un probleéme connexe introduit
dans la littérature est celui de la distance de Hamming
maximale pour les problemes de satisfaction de contraintes
(CSP), initialement formulé par Crescenzi et Rossi dans
[?]. Néanmoins, ce probleme, bien qu’applicable a des ins-
tances a domaines finis, se limite a la recherche de deux
modeles distincts. Deés lors, dans le cas binaire, il devient
essentiellement équivalent a une instance de la satisfiabilité
diversifiée avec k = 2.

Etant donné que le probleme SAT est déja NP-complet, le
probleéme de la satisfiabilité diversifiée, qui requiert I’iden-
tification de k£ modeles satisfaisants distincts, représente un
défi computationnel encore plus complexe. En particulier,
pour un parametre donné p, Misra et al. [1©] démontrent
que, méme dans le cas restreint ou k& = 2, déterminer deux
modeles qui different exactement (ou au moins) sur p va-
riables demeure un probleme NP-difficile. Dans [], An-



gelsmark et Thapper établissent une borne supérieure de
complexité en O(1.7338™) pour la résolution du probléme
de distance de hamming maximale sur les formules 2-SAT
(c’est-a-dire la satisfiabilité diversifiée avec k£ = 2, ou I’ins-
tance ne contient que des clauses de longueur 2). Plus gé-
néralement, ils montrent que, pour une formule [-SAT ou [
désigne la longueur maximale des clauses, une borne supé-
rieure en O((2a)™) peut étre obtenue, sous I’hypothese que
I’instance sous-jacente de [-SAT peut &tre résolue en O(a™)
pour une certaine constante a.

Dans cet article, nous nous focalisons sur I’introduction
d’approches exactes pour le probleme de satisfiabilité di-
versifiée, lesquelles, a notre connaissance, n’ont pas encore
été explorées dans la littérature. Nous proposons deux ap-
proches génériques, I’une reposant sur la programmation
entiere quadratique (QIP) et I’autre sur la programmation
pseudo-booléenne linéaire, cette derniere pouvant étre aisé-
ment transformée en une instance de satisfiabilit¢ maximum
(MaxSAT), I’extension naturelle de SAT en probleme d’op-
timisation. Notre approche QIP permet de formuler la fonc-
tion objectif de maniere naturelle sous forme quadratique,
tandis que les approches linéaires reformulent I’objectif
comme une combinaison linéaire d’une série de variables
booléennes, s’appuyant sur deux fonctions de pondération :
la pondération directe (DW) et la pondération incrémentale
(IW). Lefficacité des approches proposées est ensuite éva-
luée au travers d’expérimentations approfondies.

La suite de cet article est structurée comme suit. La sec-
tion 2 présente les définitions formelles, les notations ainsi
que les fondements théoriques du probléeme de satisfiabi-
lité diversifiée, en plus d’introduire les paradigmes stan-
dards de la programmation entiere quadratique, la pro-
grammation pseudo-booléenne linéaire, et la satisfiabilité
maximum. La section 3 expose nos approches exactes, in-
cluant la formulation quadratique ainsi que les formulations
pseudo-booléennes linéaires et leur transformation en mo-
deles MaxSAT. La section 4 fournit une analyse détaillée
des résultats expérimentaux obtenus. Enfin, la section 5 ré-
capitule nos contributions et discute les perspectives de nos
travaux.

2 Préliminaires
2.1 Satisfiabilité diversifiée

Soit X un ensemble de variables booléennes prenant des
valeurs dans {Vrai, Fauz} (ou {0,1}). Un littéral [ est
soit une variable x € X, soit sa négation =. Le litté-
ral positif [ = x est dit satisfait lorsque x est affectée
a Vrai, tandis que le littéral négatif | = T est satisfait
lorsque z est affectée & Faux. Une clause C est une dis-
jonction (V) de littéraux, et peut également étre représen-
tée comme un ensemble de littéraux. Plus précisément, on
peut écrire un clause sous la forme C = CT U C™, ou
O est I’ensemble des littéraux positifs et C~ I’ensemble
des littéraux négatifs. De plus, une clause est satisfaite des
lors que I'un de ses littéraux est satisfait. Une formule en
forme normale conjonctive (CNF) est une conjonction (A)
de clauses, et elle est satisfaite si toutes ses clauses sont sa-

tisfaites. Une formule CNF ¢ composée de m clauses peut
étre représentée comme un ensemble de clauses, c’est-a-
dire ¢ = {C4,...,C,,}. Etant donnée une formule CNF ¢
définie sur les variables de X, le probleme de satisfiabilité
propositionnelle (SAT) consiste a déterminer s’il existe une
affectation o : X — {Vrai, Fauz} qui satisfait ¢. Lors-
qu’une telle affectation existe, on I’appelle modele de ¢ et
on dit que la formule est satisfiable.

Nous introduisons ci-apres de maniere formelle la notion
de distance de Hamming entre deux affectations, qui cor-
respond au nombre de valeurs différentes attribuées aux va-
riables booléennes dans une paire d’affectations. Nous dé-
finissons ensuite une notion essentielle a la formulation du
probleme de satisfiabilité diversifiée, a savoir la mesure de
diversité pour des ensembles d’affectations.

Définition 1 (Distance de Hamming entre affectations).
Etant donné un ensemble de variables booléennes X et
deux affectations o, oo des variables de X, la distance
de Hamming entre v et a, notée Dis(ay, ), est définie
comme Suit :

Dis(an, ) = [{z € X | a1 () # az(x)}|
= lon(z) — az(2)]

zeX

Définition 2 (Diversité). Etant donné un ensemble de va-
riables booléennes X et un ensemble A = {ay,...,q%}
de k affectations des variables dans X, la diversité de A,
notée Div(A), est définie comme suit :

k—1 k
Div(A)=>" > Dis(ai,a;) (1)

i=1 j=i+1

Etant donnée une formule CNF ¢ etun entier k > 2, le pro-
bleme de la satisfiabilité diversifiée (Diverse satisfiability,
ou Diverse SAT) consiste a trouver un ensemble de k£ mo-
deles de ¢ avec une diversité maximale. Plus formellement,
nous cherchons :

A = argmaz 4¢qo,1y0x1x1 Div(A)

Dans [20], Nadel évoque la notion de diversité pour une
variable, c’est-a-dire le nombre de ses assignations a Vrai
multiplié par le nombre de ses assignations a Faux, telle que
définie formellement ci-dessous. Cette notion lui a servi de
critere pour évaluer la contribution d’une seule variable a
la diversité, dans I’heuristique proposée par I’auteur. Nous
formalisons la correspondance entre la diversité classique
et celles des variables dans Proposition |.

Définition 3 (Diversité des Variables). Etant donné un en-
semble de variables booléennes X et un ensemble A =
{ai1,...,ax} de k affectations des variables de X, la di-
versité de la variable x € X dans A, notée Div(x, A), est
définie comme suit :

Div(z,A) =T (z,A) - F(x, A)



— T(z,A) = {a € A a(z) =1}
— Fz,A) = {a € A] alz) = 0}].

Proposition 1. Etant donné un ensemble de variables boo-

léennes X et un ensemble A = {a,...,ar} de k affecta-
tions des variables dans X, on a :
Div(A) = > Div(x, A) 2)
rzeX

Preuve.

k-1 &k

Div(A) = Z Z Dis(a, o)
i=1 j=i+1
k=1 k&
=Y > Hre X |az) # a;(@)}
i=1 j=it+1

k—1 k
=>. > > 1
i=1j=i+1  z€X
o (@) #a, (z)

k—1 k
=22 2 1
r€X i=1  j=itl

ai(z)#a;(z)

=Y T(x,4) F(z,A) =Y Div(z, A)

zeX reX
[

Dans le reste de cet article, nous calculons la diversité des
modeles a 1’aide de I’équation 2 puisqu’elle permet de re-
présenter plus naturellement le probleme dans nos formula-
tions.

2.2 Programmation quadratique en nombres
entiers

La programmation quadratique en nombres entiers (Qua-
dratic Integer Programming, QIP) est un paradigme de pro-
grammation mathématique avec des variables entieres, une
fonction objectif quadratique et des contraintes linéaires.
Comme défini dans [”], la forme classique d’un modele
QIP est la suivante :

(QIP) max " Hz +c'x

st.z eP
zeZ”

ou H € Q"*™ est une matrice symétrique, c € Q" et P
est un polyedre, représenté par P = {x : Az < b} ou
Ac men eth e Qm’

La programmation pseudo-booléenne linéaire (Linear
Pseudo-Boolean Programming, LPB) est définie dans le do-
maine des variables booléennes. Selon [ (], elle peut étre
formulée sous le format suivant :

(LPB) max f(x1,...,2,)
S.t.fj(.lil,...,l‘n)zo, jE{l,...,Tn}
z € {0,1}"

ob f(Z1,...,&n) =Y iy Wi - Ty, w; € L.

2.3 Satisfiabilité maximum

La satisfiabilité maximum (MaxSAT) est 1’extension natu-
relle de SAT en probleme d’optimisation. Dans cet article,
nous utilisons sa version la plus générique, a savoir Max-
SAT partiel pondéré [+, |5]. Ce probleme prend en en-
trée une formule bipartite pondérée ¢ = H U S conte-
nant des variables booléennes dans X. H est ’ensemble
des clauses dures qui doivent étre satisfaites, comme dans
SAT. S est I’ensemble des clauses souples, composé de
clauses pondérées (C, W), ot W est un poids entier po-
sitif associé a la clause C. L’objectif de MaxSAT partiel
pondéré est d’obtenir une affectation o qui maximise (resp.
minimise) la somme des poids des clauses souples satis-
faites (resp. falsifiées) tout en satisfaisant toutes les clauses
dures. Formellement, soit cost, (¢) la somme des poids des
clauses souples de ¢ falsifiées par I’affectation «, le pro-
bleme MaxSAT partiel pondéré consiste ainsi a déterminer
optimum(¢) = mo%n costo ().

Dans le reste de I’article, nous utilisons MaxSAT pour faire
référence a sa variante partielle pondérée. De plus, la lit-
térature introduit des contraintes pseudo-booléennes (PB)
qui peuvent étre efficacement encodées sous forme clau-
sale [ 7]. Ces contraintes prennent la forme suivante :

Zaj'ljbb
J

otta; € N,beN,jestunlittéral et > € {=,>,<}. Un
cas particulier de contrainte PB survient lorsque tous les
coefficients des littéraux sont égaux a un et peuvent donc
étre omis [~ °]. Ces contraintes sont couramment appelées
contraintes de cardinalité et prennent donc la forme la sui-

vante :
> liab
J

o /; est un littéral, b € Net e {=,<, >}

3 Formulations pour la satisfiabilité
diversifiée

Dans cette section, nous présentons trois formulations dis-
tinctes du probleme de satisfiabilité diversifiée, a savoir une
formulation basée sur un modele de programmation qua-
dratique en nombres entiers (QP) et deux formulations li-
néaires pseudo-booléennes (DW et IW). Nous commengons
par la premiere formulation QP, présentée en 3.1, qui trans-
forme naturellement le probleme d’optimisation initial en
une fonction objectif quadratique. En 3.2, nous exposons
I’idée générale permettant de faire le lien entre une formu-
lation avec variables entieres et objectif quadratique, et une
formulation avec variables booléennes et objectif linéaire,
conduisant ainsi aux deux modeles linéaires proposés en
3.3. Enfin, la section 3.4 présente la transformation des for-
mulations linéaires pseudo-booléennes vers des formula-
tions MaxSAT.

3.1 Formulation quadratique

Dans cette sous-section, nous présentons une formulation
en programmation quadratique en nombres entiers (QIP)



max » _ O; - (k — 0;) (QP-0)
JEN
S.C
ST a-Vip+ > Vig>1 Yi,h)eK xM

l;ec, Lect

Oj= > Vi

i={1,. K}
Oj S NJr, ‘/i,j € {0, ].}

(QP-1)
VieN  (QP-2)

V(i,j) € K x N
(QP-3)

FIGURE 1 — Modele quadratique pour la satisfiabilité diver-
sifiée

pour le probleme de satisfiabilité diversifiée. Cette formu-
lation s’appuie naturellement sur la Proposition 1, qui ex-
prime la diversité comme la somme des diversités indivi-
duelles des variables. Etant donnée une formule CNF ¢
contenant n variables et m clauses, notre objectif est d’ob-
tenir £k modeles maximisant la diversité. Pour cela, nous
définissons un modele QIP a I’aide des deux séries de va-
riables suivantes, ot K = {1,...,k}, N = {1,...,n} et
M={1,...,m}:

— Variables entieres O; Vj € N, qui représentent
le nombre d’affectations & Vrai de la j°™ variable
dans I’ensemble A des k affectations, c’est a dire

— Variables binaire V; ; V(i,j) € K x N, qui re-
présentent la valeur booléenne de la j°™ variable
dans la i*™ affectation o; € A, c’est a dire a; ().

Nous obtenons la formulation quadratique (QP) illustrée
dans la Figure 1. L’équation QP-0 est une reformulation de
Proposition 1, indiquant que 1’objectif de maximisation, a
savoir la diversité, est égal a la somme des diversités indi-
viduelles des variables. L’équation QP-1 garantit que 1’en-
semble A des k affectations construites constitue bien des
modeles de la formule CNF ¢ donnée en entrée. L’équa-
tion QP-2 établit le lien sémantique entre les variables boo-
léennes V; ; et les variables entieres O;. Cette formulation
requiert O(k - n) variables et O(k - m + n) contraintes.

3.2 De la formulation quadratique aux for-
mulations linéaires

Dans la sous-section précédente, la formulation proposée
utilise des variables entieres ainsi qu’une fonction objec-
tif quadratique, conformément a la relation établie dans
Proposition 1. Toutefois, la présence d’un terme quadra-
tique dans la fonction objectif peut constituer un obstacle
important a la résolution efficace du probleme. Par consé-
quent, nous proposons une approche alternative consistant a
transformer la formulation QIP en une formulation linéaire
pseudo-booléenne. Autrement dit, il s’agit de transformer
la fonction objectif quadratique initiale en une combinai-
son linéaire de variables booléennes.

25 ° e .
20 ' L ® ‘
15 i T
g 10 '.’/ ‘ LY
p , ) ‘
Pd ° ° *
_5 - Div(x, A) = T(x,A) - (k = T(x, A) ° !
e Direct Weight (DW) °
—10{ e Incremental Weight (IW) ®
0 2 4 6 8 10
T(x, A)

FIGURE 2 — Les fonctions de poids DW et IW pour un scé-
nario avec k = 10

Pour chaque variable booléenne d’origine x; € X dans la
formule CNF ¢ donnée, nous introduisons d’abord une sé-
rie de variables booléennes auxiliaires destinées a représen-
ter le nombre d’affectations a Vrai de x; a travers les k£ mo-
deles, soit T'(xj, A). Il convient de souligner que la relation
de correspondance entre ces variables auxiliaires et 1’entier
T(xj,A) doit étre cohérente avec les fonctions de pondé-
ration. Nous développons ensuite deux fonctions de pondé-
ration distinctes, appelées respectivement pondération di-
recte (DW) et pondération incrémentale (IW), permettant
de reformuler le terme quadratique original Div(z;, A) =
T(xj, A) - (k= T(xj, A)).

Une illustration de ces deux fonctions de pondération dans
un scénario comportant £ = 10 modeles est présentée dans
la Figure 2. La premiere fonction, DW, associe directement
a chaque valeur possible de T'(x;, A) sa contribution cor-
respondante a la diversité. Les points bleus répartis sur la
courbe parabolique indiquent que le maximum de diversité
est atteint lorsque x; est assignée a Vrai dans exactement
la moitié des modeles. La seconde fonction, /W, adopte une
approche incrémentale en exprimant Div(z;, A) comme la
somme de contributions marginales. Les points rouges de la
Figure 2 illustrent la variation de la valeur de diversité lors-
qu’on incrémente T'(z;, A) d’une unité. Il est & noter que
ces valeurs incrémentales deviennent négatives au-dela du
point médian, traduisant les rendements décroissants asso-
ciés a une répartition déséquilibrée des affectations a Vrai.

Formellement, soit = T'(z;, A), nous définissons la fonc-
tion de pondération directe (DW) comme suit :

D.=r-(k—r) Vre{0,...,k}
et la fonction de pondération incrémentale (IW) par :
Z.=D,—D,_1=-2r+k+1 Vre{l,...,k}

On peut remarquer que pour tout € {1,...,k}, on a
Dr = 3",_, .. Ces deux fonctions de pondération dis-
tinctes offrent donc des approches différentes mais mathé-
matiquement équivalentes pour reformuler la fonction ob-

jectif d’origine, comme cela sera détaillé dans la suite.
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FIGURE 3 — Modele linéaire pour la satisfiabilité diversifiée
avec le pondération directe DW.

3.3 Formulations linéaires

3.3.1 Formulation par pondération directe

Nous présentons d’abord la formulation pour le probleme
de satisfiabilité diversifiée avec la fonction de pondéra-
tion DW, qui repose sur les variables suivantes, ou K =
{1,...,k}etN={1,...,n}:

— Variables binaires U; , V(r,j) € ({0}UK) XN,
qui représentent le fait que le nombre d’affectations
A Vrai de la j*™ variable dans I’ensemble des k& mo-
deles soit égal a r, c’est a dire T'(x;, A) = r.

— Variables binaire V; ; V(¢,j) € K x N, qui re-
présentent la valeur booléenne de la j°™ variable
dans la ¢*™ affectation o; € A, c’est a dire a; ().

Ainsi, la formulation avec la fonction de pondération DW,
D, = r- (k —r), peut étre obtenue comme indiqué dans la
Figure 3, ot M = {1,...,m}. L’équation DW-0 formule
la fonction objectif, ol chaque terme D,. - U; ,- indique qu’il
y a une contribution a la diversité D, = r - (k — r) lorsque
la variable x; est assignée a Vrai exactement dans r des k
modeles. L’équation DW-1 garantit que chaque modele o;
satisfait la formule CNF originale ¢, c’est-a-dire que pour
toute clause C', de ¢ et chaque modele «;, au moins un lit-
téral de la clause doit étre satisfait selon les assignations de
variables dans «;. L'équation DW-2 impose qu’il y ait un
seul nombre d’assignations a Vrai de la variable j parmi les
k modeles. L’équation DW-3 établit la relation de corres-
pondance entre les variables Uj ,. et les assignations réelles
des modeles V; ;. I1'y a O(k - n) variables et O(k - m + n)
contraintes dans la formulation DW.

3.3.2 Formulation par pondération incrémentale

Dans cette sous-section, nous développons une autre for-

mulation pour le probleme de satisfiabilité diversifiée en

utilisant la fonction /W. Les variables utilisées dans cette
formulation sont les suivantes :

— Variables binaires U; , V(r,j) € ({0}UK)x N,

qui représentent le fait que le nombre d’affectations

A Vrai de la j°™ variable dans I’ensemble des k af-

k
max Z > T..U;, (IW-0)

j=1r=0
S.Cc

S A=Vig+ Y. Vij=1 Y(i,h) e KxM
I;€C, lec,t

(IW-1)
Ujr <Ujra V(r,j) € (K\{1}) x N (IW-2)
N Uir=> Vi, VieN  (IW-3)
reK e K

Vi; €4{0,1},U;, € {0,1} V(i,j) € K x N
V(r,j) e K x N (IW-4)

FIGURE 4 — Modele linéaire pour la satisfiabilité diversifiée
avec le pondération incrémentale IW.

fectations A soit supérieure ou égale a r, c’est a dire
T(zj,A) >=r.

— Variables binaire V; ; V(i,j) € K x N, qui re-
présentent la valeur booléenne de la j*™ variable
dans la i*™ affectation o; € A, c’est a dire a; ().

La formulation linéaire avec IW, définie par Z, = —2r +

k41, est obtenue comme illustré dans la Figure 4. La struc-

ture de /W reste similaire a celle de DW. L’équation I'W-0

exprime la contribution incrémentale de ’affectation Vrai

de la variable x; a la diversité globale. L’équation [W-1 im-

pose la satisfiabilité de I’ensemble des & affectations obte-

nues. L’équation I'W-2 assure I’ordre dans I’utilisation des
variables Uj ;- ce qui, en conjonction avec [W-3, permet de
capturer I’information sémantique de U; ,.. Les complexités
en nombre de variables et de contraintes dans la formulation
IW sont respectivement de O(n - k) et O(k - (m + n)).

3.4 Formulations MaxSAT

Lorsqu’on se focalise sur I’exigence intrinseque du pro-
bleme de satisfiabilité diversifiée, on ne peut pas ignorer
la tiche centrale consistant a obtenir des modeles en lo-
gique propositionnelle, une tiche pour laquelle MaxSAT
semble intuitivement étre mieux adapté. Dans cette sous-
section, nous présentons la transformation des formulations
linéaires précédentes vers MaxSAT. Nous reformulons les
modeles sous forme clausale, accompagnée de contraintes
pseudo-booléennes (PB) ou de cardinalité, comme illustré
dans la Figure 5. De plus, nous signalons que 1’équation
[W-0* peut contenir des poids négatifs, ce qui n’est pas
conforme au standard original de MaxSAT. Elle est donc
transformée a 1’aide de 1’équation suivante :

(Uj,i;Ir) Ir Z Oa

{(U,_Z) 720 Y(r,j) € K x N (IW-0)
V2 T T 3

Un exemple illustratif est présenté dans I’exemple suivant.
Cette technique de normalisation permet de représenter cor-
rectement la fonction de poids incrémentale dans le cadre
standard de MaxSAT, qui exige des poids non négatifs pour
toutes les clauses souples.



Exemple 1. Si on prend k = 4 and n = 3, selon la défini-
tionZ, = —2r+k+1,o0na:

T =3T=1,T3 = 1,7, = -3

Pour chaque variable x; o j € {1, 2,3}, avant normalisa-
tion, les clause souples présentent des poids négatifs selon
IW-0%* :

(Uja1,3), (Uj2,1), (Uj3,—1), (Uja, —3)
La contribution des x; peut étre formulée comme suit :
Objoriginal = 3Uj,1 + Uj,2 - Uj~,3 - 3U7’4

Apres normalisation de [W-0%, on obtient :

(Uj’h 3)7 (Uj,2ﬂ 1)> (Uj,37 1)» (Uj,47 3)
avec la contribution suivante :
0bjnormatized = 3Uj1 + Ujo+Ujs+3Uj4

Puisque U, = 1 — Uj,, on peut réecrire les objectifs
comme Suit :

Objnormalized = 3Uj,1 + Uj,2 + (1 - Uj,S) + 3(1 - Uj’4)
= 3Uj71 + Uj72 — Uj73 — 3Uj74 +4
= Objoriginal +4

L’ajout d’une constante a toutes les valeurs de la fonc-
tion objectif ne modifie pas la solution optimale d’une ins-
tance MaxSAT donc la formulation normalisée permet bien
d’identifier les mémes ensembles optimaux de modeles di-
versifiés.

4 Résultats expérimentaux

Dans cette section, nous présentons les résultats expérimen-
taux des approches proposées. Le protocole expérimental,
incluant I’environnement de test, les instances traitées, ainsi
que les solveurs utilisés, est détaillé en 4.1. La section 4.2
présente les performances globales, tandis que la section
4.3 compare les formulations basées sur les deux fonctions
de pondération distinctes.

4.1 Protocole expérimental

Tous les tests ont été menés sur la plateforme MatriCS L
équipée d’un systeme CentOS 8.6 et d’un processeur In-
tel Xeon E5-2680 v4 fonctionnant a une fréquence de 2,40
GHz, avec une capacité Turbo Boost allant jusqu’a 3,30
GHz. Le temps limite fixé pour tous les solveurs est de 7200
secondes. Les instances utilisées dans nos expériences pro-
viennent de deux sources : 20 instances issues de la vérifica-
tion de matériel, telles que proposées et utilisées dans [ (],
ainsi que 88 instances provenant de SATLIB °, pour un to-
tal de 108 instances réparties en 8 familles distinctes. La
taille de ces instances varie de 61 variables et 300 clauses

1. https://www.matrics.u-picardie. fr
2. https: www.cCcs.ubc.ca/~hoos/SATLIB/benchm.
html

Soft Clauses

(Ujr,r-(k—1)) Y(r,j) € ({0} UK) x N (DW-0)

Hard Clauses
(\ Vi)v(V Vij)  V(i,h)€ K x M (DW-1)
l;ec, leC;

Y Upe=1 VjeN (DW-2)
re({0}UK)

S rUpe=>Vi; VYjEN (DW-3)
re({0}UK) €K

(2) MaxSAT-DW
Soft Clauses
(Uj’T,IT) V(r,j) € K x N (IW-0%)

Hard Clauses
(\V Vipv(\ Vi) V(,h)eKxM  (IW-1)
leC; l]’GC}T
Uj’r — Uj$7~71

S Uir =Y Vi,

reK €K

V(r,j) € (K\{1})) x N (IW-2)

(b) MaxSAT-IW

FIGURE 5 — Formulations MaxSAT avec DW (a) et IW (b).

a 83908 variables et 276106 clauses. Toutes les instances
garantissent I’existence d’au moins 10 modeles distincts.
Les solveurs de I’état de I’art suivants ont été utilisés dans
nos expériences afin d’évaluer les méthodologies propo-
sées : CPLEX [ |] pour la formulation QIP proposée en 3.1
ainsi que pour les deux formulations pseudo-booléennes li-
néaires introduites en 3.3 ; MaxHS [ | ], WMaxCDCL [ 1],
et OpenWBO [/¢] pour les deux formulations MaxSAT
décrites en 3.4. Nous notons que ces trois solveurs Max-
SAT représentent respectivement des approches basées sur
la programmation linéaire en nombres entiers (ILP), sur la
séparation et évaluation (Branch-and-Bound), et sur les ap-
pels aux oracles SAT. Pour réaliser les encodages CNF des
contraintes de cardinalité et pseudo-booléennes, nous avons
utilisé la bibliotheque PySAT 3112, 13], avec les contraintes
de cardinalité encodées a 1’aide de I’encodage Cardinality
Network [*], qui permet d’encoder une contrainte de car-
dinalité de borne K sur A littéraux avec une complexité
O(Nlog? K) en termes de clauses et de variables auxi-
liaires. Concernant les contraintes pseudo-booléennes, nous
avons utilisé le mode "Best" proposé par PySAT, qui sé-
lectionne automatiquement la méthode d’encodage la plus
adaptée.

Pour justifier la non-trivialité des solutions obtenues, nous
avons également mis en place une approche naive par énu-
mération, basée sur le solveur SAT CaDiCaL [°]. Le sol-
veur est exécuté de maniere itérative k fois. Apres chaque

VjeN (IW-3)


https://www.matrics.u-picardie.fr
https://www.cs.ubc.ca/~hoos/SATLIB/benchm.html
https://www.cs.ubc.ca/~hoos/SATLIB/benchm.html
https://pysathq.github.io/

itération, une nouvelle clause est ajoutée a la formule pour
bloquer 1’assignation satisfaisante nouvellement trouvée.
Une fois les £ itérations terminées, le programme est sus-
pendu et la diversité est calculée a partir des k£ modeles ob-
tenus.

4.2 Performances globales

Les analyses de performance des différentes approches tes-
tées a travers I’ensemble des familles, pour les valeurs de
k égales a 2, 5 et 10, sont présentées dans les Tableaux 1,
2 et 3. Ces tableaux présentent les performances sous deux
aspects : la capacité des approches proposées a résoudre le
probléme a I’optimalité et la diversité obtenue par celles-
ci, comparée a 1’énumérateur naif CaDiCaL. A partir de
ces tableaux, il ressort que toutes les formulations propo-
sées parviennent & obtenir des solutions optimales dans cer-
taines familles, notamment pour des valeurs plus petites de
k, comme celle de 2. De maniere générale, les formulations
linéaires avec les fonctions de poids DW et IW, obtiennent
le plus grand nombre de solutions optimales pour toutes les
valeurs de k. L’écart se renforce lorsque la valeur de k aug-
mente jusqu’a 10, illustrant ainsi une bonne scalabilité de
I’approche linéaire pour la résolution du probleme.

Pour les solveurs MaxSAT, OpenWBO coopérant avec DW
obtient le plus grand nombre d’instances résolues a 1’opti-
malité, soit 89 sur 108, lorsque k£ = 2, tandis que MaxHS
coopérant avec IW bascule en premiere position lorsque
k = 5 et k = 10, résolvant respectivement 67 et 33 ins-
tances. WMaxCDCL présente des performances compa-
rables a celles de MaxHS et OpenWBO lorsque & = 2 et
k = 10, bien que ses performances different des deux autres
lorsque k = 10.

De plus, on note que, dans plusieurs cas, bien que la for-
mulation QIP avec CPLEX parvienne a atteindre la valeur
optimale prouvée par certains autres solveurs, elle échoue
a prouver 1’optimalité, avec respectivement 7, 21, et 15 ins-
tances non prouvées lorsqu’on prend £ = 2, k = 5 et
k = 10. Dans I’ensemble, ces résultats démontrent que,
malgré le fait que toutes les approches proposées sont ca-
pables de résoudre de maniere optimale le probleme de sa-
tisfiabilité diversifiée, le choix du solveur et de la fonction
de poids a un impact significatif sur les performances, cer-
taines combinaisons montrant des résultats supérieurs en
fonction des cas spécifiques.

En termes de diversité, pour k£ = 2,5, 10, les meilleurs ré-
sultats obtenus par un solveur exact est respectivement de
3.58, 2.50, et 3.34 fois meilleure que celle de la solution
obtenue par I’énumération naive avec CaDiCaL. Lorsqu’on
restreint I’analyse aux cas avec optimalité prouvée, ces fac-
teurs deviennent respectivement de 113, 63, et 23. L’écart
de performance substantiel entre 1I’énumérateur naif et les
approches exactes proposées démontre clairement la diffi-
culté inhérente du probleéme, et confirme la nécessité de dé-
velopper des approches exactes performantes.

On peut également observer qu’avec 1’augmentation de la
valeur de k, les approches exactes proposées échouent par-
fois a obtenir des solutions faisables dans le temps im-
parti. Cela est particulierement le cas pour WMaxCDCL

et CPLEX et pourrait étre dfi au fait que 1’objectif interne
des solveurs exacts est d’obtenir des solutions optimales, de
sorte que les résultats intermédiaires incomplets ne refletent
pas pleinement le processus de résolution. Par exemple,
I’approche linéaire avec IW résolue avec le solveur CPLEX
ne parvient a obtenir que 4 résultats faisables pour la fa-
mille difficile "hardware" lorsque £ = 5, mais tous ces ré-
sultats sont optimaux. Malgré cette difficulté, les approches
proposées offrent toujours une qualité satisfaisante pour les
solutions sous-optimales, ce qui démontre une grande ro-
bustesse.

En se focalisant sur la comparaison de la capacité de résolu-
tion optimale de toutes les approches exactes proposées, les
Figures 0, 7, & offrent une vision plus complete du nombre
cumulé d’instances résolues par chaque approche dans le
temps imparti.

—
0 —— CPLEX-QIP
o 4000 —— CPLEX-DW
c —-— CPLEX-IW
i= 3000 MaxHS-DW

—— WMaxCDCL-DW

2000 —— OpenWBO-DW
MaxHS-IW

1000 —-— WMaxCDCL-IW

-~ —-= OpenWBO-IW

0 20 40 60
Cumulative Solved Number

FIGURE 6 — Nombre cumulé d’instances résolues pour k =
2 en fonction du temps de résolution en secondes.
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FIGURE 7 — Nombre cumulé d’instances résolues pour k =
5 en fonction du temps de résolution en secondes.
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FIGURE 8 — Nombre cumulé d’instances résolues pour k =
10 en fonction du temps de résolution en secondes.



Famille # #Var #CL Enum. CPLEX MaxSAT (DW) MaxSAT (IW)
CaDi. QIP DwW w MaxHS WMaxCDCL OpenWBO MaxHS WMaxCDCL OpenWBO
flat100- 30 155 562 [2] 23(6686)[73] 30(11)[103] 30(8)[103] 30(2)[103] 30(15)[103] 30(2)[103] 30(5)[103] 30(16)[103] 30(6)[103]
flat100+ 30 425 1584 [2] 1(6685)[63]  30(1047)[283] 30(730)[283] 30(486)[283] 30(357)[283] 30(50)[283] 30(81)[283] 30(435)[283] 25(51)[235]
ais 4 155 2730 [18] 1(4)[6] 4(196)[34] 4(60)[34] 3(56)[34] 4(5831)[34] 4(35)[34] 3(69)[34] 3(17D)[22] 3(425)[22]
morphed 20 500 3100 [2] 0(-)[0] 20(65)[200] 20(25)[200] 19(166)[200] 20(9836)[200] 1921)[199] 1(8)[200] 0(-)[0] 18(46)[197]
logistics 4 1881 11682 [31 1(5531)[216] 3(58)[365] 3(108)[368] 3(286)[364] 2(443)[218] 2(13)[293] 2(304)[366] 1(28)[218] 2(2302)[285]
hardware 20 49391 161548  [5483] 0(-)[596] 4(249)[1177] 4(195)[1180] 0(-)[18835] 0(-)[0] 4(66)[10052] 0(-)[18381] 0(-)[0] 2(74)[9149]
All 108 9476 31620  [1018]  26(18905)[156]  91(1626)[377]  91(1126)[378]  85(996)[3647]  86(16482)[154]  89(187)[2018]  66(466)[3563] 64(651)[116]  80(2904)[1836]

TABLE 1 — Résultats pour £ = 2. Pour chaque famille d’instances, le nombre d’instances (#1), le nombre moyen de variables (#V ar) et le nombre moyen de clauses (#C'L)

sont indiqués. Ensuite, la diversité des résultats obtenue par 1’approche d’énumération naive utilisant CaDiCaL. (CaDi.) est rapportée. Les performances de 1’approche QIP

et de I’approche linéaire avec CPLEX ainsi que les trois solveurs MaxSAT, a savoir MaxHS, WMaxCDCL et OpenWBO, sur les formulations avec deux fonctions de poids
distinctes (DW, IW) sont présentées sous la forme de #OPT (tot_timeyp)[Divan], oit #OPT représente le nombre de solutions optimales obtenues dans le temps limite,
tot_time,p est la somme des temps de résolution pour ces solutions optimales et Div,; est la diversité moyenne calculée en fonction des meilleures solutions faisables

(ou optimales) obtenues pour pour toutes les instances dans la famille concernée. Dans le cas ol aucune solution faisable n’est trouvée dans le temps limite, la diversité est
considérée comme étant nulle (égale a 0 comme pénalité) sinon la diversité de la meilleure solution faisable est considérée. Parmi toutes nos approches, celle ayant résolu de

maniere optimale le plus grand nombre d’instances dans le temps le plus court est indiquée en gras. De plus, la meilleure diversité globale Div,;; parmi toutes les approches,
y compris I’énumération naive avec CaDiCaL, est soulignée.

Famille " WVar L Enum. CPLEX MaxSAT (DW) MaxSAT (IW)

CaDi. QIP DwW w MaxHS WMaxCDCL OpenWBO MaxHS WMaxCDCL OpenWBO

flat100- 30 155 562 [50] 0(-)[595] 30(2169)[827] 30(81)[827] 30(3558)[827] 30(5311)[827] 20(7597)[817] 30(609)[827] 30(4472)[827] 28(403)[823]
flat100+ 30 425 1584 [32] 0(-)[59]  22(56712)[1493]  29(26379)[2160] 29(13603)[2249]  27(25914)[1973] 20(15181)[2148] 30(3023)[2267]  28(25118)[2067] 30(796)[2267]
ais 4 155 2730 [280] 0(-)[50] 1(5834)[119] 1(2348)[124] 1(429)[314] 1(645)[124] 0(-)[304] 1(506)[327] 1(765)[124] 1(3987)[306]
morphed 20 500 3100 [30] 0(-)[87] 0(-)[1977] 3(10458)[1985] 0(-)[1855] 0(-)[0] 0(-)[1197] 6(9311)[2000] 0(-)[0] 0(-)[2000]
logistics 4 1881 11682 [38] 0(-)[0] 0(-)[995] 0(-)[1608] 0(-)[2604] 0(-)[0] 0(-)[1682] 0(-)[2652] 0(-)[0] 0(-)[1782]
hardware 20 49391 161548  [42853]  0(-)[1919] 3(16991)[3850] 4(4427)[3850] 0(-)[82752] 0(-)[0] 0(-)[87145] 0(-)[100503] 0(-)[0] 0(-)[8613]
All 108 9476 31620 [7976] 0(-)[555]  56(81706)[1765]  67(43693)[1974]  60(17589)[16630] 58(31870)[782]  40(22779)[17257]  67(13449)[19952] 59(30354)[808]  59(5185)[2901]

TABLE 2 — Résultats pour £ = 5. Le format des données est aligné avec Tableau 1.
Famille u #Var 4CL Enum. CPLEX MaxSAT (DW) MaxSAT (IW)

CaDi. QIP DwW w MaxHS WMaxCDCL OpenWBO MaxHS  WMaxCDCL OpenWBO
flat100- 30 155 562 [3371  0(-)[1501]  30(14651)[3410] 30(1253)[3410] 0(-)[3224]  10(14085)[1815] 1(1209)[2897] 27(21543)[3410] 0(-)[2144]  17(31749)[3410]
flat100+ 30 425 1584 [179] 0(-)[20] 5(18333)[1487]  16(43420)[3905] 0(-)[8323] 0(-)[0] 0(-)[8286] 6(20519)[9350] 0(-)[1531] 7(3270)[9350]

ais 4 155 2730 [1226] 0(-)[0] 0(-)[211] 0(-)[211] 0(-)[1272] 0(-)[0] 0(-)[1230] 0(-)[1366] 0(-)[0] 0(-)[1278]
morphed 20 500 3100 [168] 0(-)[0] 8(45029)[7988] 7(31263)[7993] 0(-)[6548] 0(-)[0] 0(-)[5106] 0(-)[6371] 0(-)[0] 0(-)[8000]
logistics 4 1881 11682 [208] 0(-)[0] 0(-)[0] 0(-)[1942] 0(-)[9230] 0(-)[0] 0(-)[7772] 0(-)[9975] 0(-)[0] 0(-)[7760]
hardware 20 49391 161548 [105280] 0(-)[0] 0(-)[14790] 0(-)[15886]  0(-)[330172] 0(-)[0] 0(-)[34762] 0(-)[42646] 0(-)[0] 0(-)[21896]
All 108 9476 31620 [19724] 0(-)[423]  43(78013)[5586]  53(75936)[6534] 0(-)[65952] 10(14085)[504]  1(1209)[10823]  33(42062)[13042] 0(-)[1021]  24(35019)[9416]

TABLE 3 — Résultats pour k£ = 10. Le format des données est aligné avec Tableau 1.



Lorsque k£ = 2, DW surpasse généralement /W, a 1’ex-
ception du seul cas ou CPLEX-DW et CPLEX-IW par-
viennent i résoudre rapidement toutes les instances. A me-
sure que k£ augmente a 5 et 10, /W montre généralement
une meilleure performance que le poids direct. Par ailleurs,
on observe que la formulation quadratique (QIP) montre
des performances plus faibles par rapport aux approches li-
néaires. De plus, I’approche linéaire avec CPLEX se com-
porte de maniere comparable aux solveurs MaxSAT uni-
quement lorsque £ = 5, mais elle présente un avantage
dans tous les autres cas. Ces résultats confirment que nos
approches exactes peuvent résoudre efficacement les pro-
blemes de satisfiabilité diversifiée de taille raisonnable, les
approches linéaires montrant des résultats particulierement
prometteurs.

4.3 Poids direct vs poids incrémental

Pour analyser les différences entre les deux fonctions de
poids proposées, DW et IW, nous menons une comparai-
son détaillée de leurs performances a travers différentes
familles d’instances et configurations de solveurs. Les Fi-
gures 9 et 10 présentent les comparaisons des temps d’exé-
cution des deux fonctions de poids pour £k = 2 et k = 5.
Chaque point dans les diagrammes de dispersion corres-
pond a une instance, avec ses coordonnées déterminées
par le temps d’exécution pour les deux fonctions de poids.
Lorsqu’une instance n’a pas été résolue dans le temps im-
parti, la limite du temps d’exécution est reportée. Les points
situés en dessous de la diagonale indiquent les instances ol
IW réalise de meilleures performances, tandis que les points
au-dessus de la diagonale sont en faveur de DW.

Nous observons que les distributions des points suivent des
tendances distinctes lorsque la valeur de k varie. Lorsque
k = 2, DW montre généralement des performances su-
périeures, avec 33.33%, 62.96%, 95.37%, 92.59% des
points situés au-dessus ou sur la ligne diagonale respecti-
vement pour les solveurs CPLEX, MaxHS, WMaxCDCL,
OpenWBO. A mesure que k augmente 2 5, nous obser-
vons une tendance ou /W surpasse DW, avec des pourcen-
tages de points de 84.26%, 89.81%, 81.48%, 72.22% situés
sous ou sur la ligne diagonale respectivement pour les sol-
veurs CPLEX, MaxHS, WMaxCDCL et OpenWBO. Dans
le cas de £ = 10, nous omettons les figures correspon-
dantes car toutes les approches, a I’exception des modeles
linéaires avec CPLEX, n’ont pas réussi a résoudre de nom-
breuses instances, mais nous observons clairement dans le
Tableau 3 que IW obtient les meilleurs résultats. Enfin, sur
la base des résultats obtenus pour toutes les valeurs de k,
nous constatons 1’avantage de IW par rapport 8 DW a me-
sure que k augmente.

5 Conclusion

Dans cette étude, nous avons proposé des formulations
exactes pour le probleme de la satisfiabilité diversifiée,
en utilisant la programmation entiere quadratique (QIP)
ainsi que des modeles de programmation linéaire pseudo-
booléene, pouvant étre adaptées en formulations MaxSAT.
Ces approches permettent de formuler 1’objectif de la satis-

fiabilité diversifiée sous 1’angle de la diversité des variables.
L’approche QIP présente une formulation naturelle de 1’ob-
jectif sous forme quadratique, tandis que les formulations
linéaires et MaxSAT reposent sur deux fonctions de poids
distinctes, exploitant pleinement les capacités des solveurs
modernes a résoudre des problemes d’optimisation linéaire
complexes. Les résultats expérimentaux, menés sur un large
éventail d’instances avec différentes valeurs du parametre
k, représentant le nombre de modeles, démontrent 1’effica-
cité et la robustesse des méthodologies proposées.

Dans le cadre de nos travaux futurs, nous envisageons de
concevoir des algorithmes dédiés pour la satisfiabilité di-
versifiée qui dépassent les limitations des schémas de réso-
lution globaux tout en conservant la structure et la représen-
tation de I’objectif proposées dans nos approches actuelles.
Par ailleurs, & mesure que nous élargissons nos expériences
a un éventail d’instances plus large, nous espérons établir
de nouvelles solutions optimales, afin de soutenir les cher-
cheurs intéressés par ce domaine. Ces reperes élargis fa-
ciliteront également la conception et 1’évaluation d’algo-
rithmes heuristiques et d’approximation pour le probleme
de la satisfiabilité diversifiée.
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