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Résumé
Cet article présente de nouvelles formulations basées sur
la Satisfiabilité Maximum (MaxSAT) pour encoder des pro-
blèmes de Programmation Non Linéaire en Nombres En-
tiers (NLIP) avec des fonctions polynomiales. Nous dé-
veloppons un cadre générique pour les fonctions poly-
nomiales discrètes, basé sur trois techniques d’encodage
d’entiers issues de la littérature. Notre approche traite tout
d’abord chaque terme polynomial comme une unité ato-
mique et démontre comment ces derniers peuvent être effi-
cacement encodés grâce à des représentations compactes
d’assignations d’entiers. De plus, nous présentons deux
méthodes distinctes de décomposition basées sur les degrés
des termes polynomiaux. Ces travaux ont donc le potentiel
d’étendre l’applicabilité des solveurs MaxSAT à un éventail
plus large de problèmes d’optimisation.

Mots-clés
Satisfiabilité Maximum, Programmation Non Linéaire en
Nombres Entiers, Polynômes, Encodages

Abstract
This paper introduces novel Maximum Satisfiability (Max-
SAT) formulations for encoding Nonlinear Integer Pro-
gramming (NLIP) problems with polynomial functions.
Specifically designed for discrete polynomial functions, we
develop a generic framework based on three established
integer encoding techniques from the literature. Our ap-
proach treats each polynomial term as an atomic unit and
demonstrates how these can be efficiently encoded through
compact representations of integer assignments. Additio-
nally, we present two distinct decomposition methods based
on polynomial term degrees. This preliminary work lays a
foundation for future research and has the potential to ex-
tend the applicability of modern MaxSAT solvers to a wider
range of optimization problems.

Keywords
Maximum Satisfiability, Nonlinear Integer Programming,
Polynomials, Encodings

1 Introduction
La satisfiabilité propositionnelle (SAT) et la satisfiabilité
maximum (MaxSAT) sont deux formalismes puissants do-
tés d’une grande expressivité en logique propositionnelle.

Étant donné une formule propositionnelle sous forme d’un
ensemble de clauses, le problème SAT consiste à détermi-
ner si cette formule est satisfiable [7]. À son tour, Max-
SAT consiste à maximiser le nombre de clauses satisfaites
dans la formule donnée. Ces dernières années, MaxSAT
a connu un essor important avec des applications dans
de nombreux domaines, notamment la vérification maté-
rielle et logicielle [18, 33], la planification et l’ordonnan-
cement [10, 35] et la bio-informatique [16, 17]. Ces appli-
cations illustrent la manière dont MaxSAT parvient à ré-
duire l’écart entre les variables booléennes, éléments ato-
miques fondamentaux de la logique propositionnelle, et les
variables entières, davantage représentatives des probléma-
tiques issues du monde réel. Par ailleurs, l’introduction de
contraintes pseudo-booléennes confère à MaxSAT la capa-
cité de traiter des problèmes de programmation linéaire en
nombres entiers. Néanmoins, le potentiel de MaxSAT dans
un cadre non linéaire reste peu exploré dans la littérature.
Cet article propose donc d’étudier la formulation de pro-
blèmes de programmation non linéaire en nombres entiers,
exprimés à l’aide de fonctions polynomiales, à travers le
prisme de la satisfiabilité maximum.
La programmation non linéaire en nombres entiers (Non-
linear Integer Programming, NLIP) constitue un problème
fondamental, avec de nombreuses applications dans des do-
maines variés [21, 13, 29], puisque de nombreuses situa-
tions réelles s’expriment naturellement sur des domaines
discrets au sein de structures polynomiales complexes. Ce-
pendant, NLIP demeure un problème notoirement diffi-
cile, tant sur le plan théorique que pratique. Cette difficulté
provient principalement de la combinaison des contraintes
d’intégralité et de la non-linéarité des expressions polyno-
miales. En effet, il a été démontré dans [27] que : (i) l’op-
timisation entière d’un polynôme quadratique dans une ré-
gion polygonale convexe est un problème NP-difficile ; (ii)
lorsque les variables ne sont pas bornées, même avec une
fonction objectif linéaire et des contraintes polynomiales,
le problème devient incalculable par une fonction récursive
dès lors qu’il implique jusqu’à 10 variables entières. En
outre, il a également été établi dans [22] que cette incalcula-
bilité persiste pour des fonctions objectif linéaires soumises
à des contraintes quadratiques, dès lors que les variables ne
sont pas bornées. Ainsi, nous restreignons notre étude aux
cas où les variables entières sont bornées.
Dans cet article, nous proposons des formulations Max-



SAT pour la programmation non linéaire en nombres en-
tiers, fondées sur des représentations entières de la litté-
rature. Tout d’abord, nous traitons chaque terme polyno-
mial comme une unité atomique indépendante, pour la-
quelle nous élaborons des représentations booléennes. En
particulier, nous développons trois formulations différentes
basées sur les encodages one-hot, unaire et binaire. De plus,
nous examinons les décompositions possibles de l’ordre
des termes polynomiaux pour établir des formulations plus
compactes. Les formulations proposées dans cet article
mettent en évidence le potentiel de MaxSAT pour aborder
une classe plus large de problèmes d’optimisation au-delà
de leur domaine d’application traditionnel.
Le reste de cet article est organisé comme suit. La section 2
présente les définitions et notations fondamentales de Max-
SAT et NLIP ; et passe en revue des travaux connexes de la
littérature. La section 3 considère chaque terme polynomial
comme une unité atomique, utilisant les trois représenta-
tions différentes pour encoder un NLIP donné. La section
4 se focalise sur la décomposition du degré des termes po-
lynomiaux donnés, réduisant ainsi la complexité des enco-
dages. La section 5 présente une étude de cas sur les poly-
nômes d’ordre supérieur comme exemple illustratif. Enfin,
nous concluons et discutons des travaux futurs dans la sec-
tion 6.

2 Préliminaires
2.1 Satisfiabilté maximum
La satisfiabilité maximum (MaxSAT) est l’extension de la
satisfiabilité (SAT) en problème d’optimisation. Dans cet
article, nous utilisons sa version générique, à savoir Max-
SAT partiel pondéré [24, 4]. Ce problème prend en entrée
une formule bipartite pondérée ϕ = H ∪ S contenant des
variables booléennes dans X . H est l’ensemble des clauses
dures qui doivent être satisfaites, comme dans SAT. S est
l’ensemble des clauses souples, constituées de clauses pon-
dérées (C,WC), où WC est un poids entier positif asso-
cié à la clause C. L’objectif de MaxSAT partiel pondéré
est de trouver une affectation des variables α qui maximise
(resp. minimise) la somme des poids des clauses souples
satisfaites (resp. falsifiées) tout en satisfaisant toutes les
clauses dures. Formellement, soit costα(ϕ) la somme des
poids des clauses souples dans ϕ falsifiées par l’affectation
α, le problème MaxSAT partiel pondéré cherche à obtenir
optimum(ϕ) = min

α
costα(ϕ).

Dans la suite, nous utiliserons simplement MaxSAT pour
désigner la version partielle pondérée définie ci-dessus. Il
convient de noter que dans MaxSAT, les poids sont consi-
dérés comme des entiers positifs. Cependant, dans cet ar-
ticle, nous permettons que les poids soient négatifs, car ils
peuvent toujours être normalisé en poids positifs. Enfin,
nous mentionnons que la littérature introduit les contraintes
Pseudo-Booléennes (PB) [32], qui peuvent être formalisées
comme suit : ∑

j

aj · lj ▷ b

tel que aj ∈ N, b ∈ N, lj est un littéral et ▷ ∈ {=,≥,≤}.

2.2 Programmation non linéaire en nombres
entiers

Dans cette section, nous définissons formellement les com-
posants de la Programmation Non Linéaire en Nombres
Entiers (NLIP) en se focalisant sur les fonctions polyno-
miales et nous introduisons les terminologies pertinentes
utilisées dans l’ensemble de cet article. Comme mentionné
dans l’introduction, notre étude se limite aux variables en-
tières bornées inférieurement par 0 et supérieurement par
une constante fixée ub. Le domaine des variables entières
est donc donné par V = {0, 1, . . . , ub}. De plus, nous re-
streignons les coefficients à l’ensemble des entiers Z, car
les applications réelles nécessitant une précision infinie sont
extrêmement rares.

Définition 1 (Terme polynomial). Un terme T (X) sur les
variables X = (X1, . . . , Xm) est appelé terme polynomial
s’il a la forme suivante :

T (X) = c ·
∏qk

q=q1
Xq

avec c ∈ Z, k ∈ N et q1, . . . , qk ∈ {1, . . . ,m}.

À noter que, dans la définition ci-dessus, les indices k
ne sont pas nécessairement distincts. Nous appelons un
terme contenant une seule variable (par exemple X2

1 ) un
terme pur, et un terme contenant plusieurs variables diffé-
rentes (par exemple X1X2) un terme croisé. Nous appe-
lons k l’ordre de T (X). En particulier, lorsque k ≥ 2, nous
qualifions ce terme de terme de grand ordre. Lorsque le
contexte est clair, nous abrégeons T (X) en T . Sans perte
de généralité, pour une formulation d’un terme polyno-
mial à m variables et d’ordre k, nous utiliserons également
une représentation équivalente T (X) = c ·

∏m
q=1 X

kq
q , où∑m

q=1 kq = k. En introduisant la notion de termes polyno-
miaux, nous pouvons maintenant formaliser les fonctions
polynomiales (non linéaires) avant de présenter NLIP.

Définition 2 (Fonction polynomiale). Une fonction P (X)
est dite polynomiale si elle peut s’écrire comme la somme
d’une série de n termes polynomiaux :

P (X) =
∑n

p=1
Tp(X)

où n ∈ N et T1(X), . . . , Tn(X) sont des termes polyno-
miaux.

Étant donné P (X), s’il existe p tel que Tp(X) est un terme
de grand ordre, alors P (X) est appelée une fonction poly-
nomiale non linéaire.

Définition 3 (NLIP). Un modèle de programmation non li-
néaire en nombres entiers (NLIP), comportant m variables
entières et M contraintes, peut être formalisé de la manière
suivante [25, 20] :

min f(X) (NLIP)
s.t. gi(X) ≤ bi i = 1, . . . ,M

X ∈ X, X ⊂ {0, . . . , ub}m



où au moins l’une des fonctions f ou gi est non linéaire ;
X est un vecteur dont chacun des m composants est une
variable entière positive ou nulle, bornée supérieurement
par ub.

Dans le cadre de cette étude, nous restreignons toutes les
fonctions f et gi à des fonctions polynomiales.

Exemple 1. Ci-dessous, on donne un exemple de problème
NLIP à deux variables :

min x2
1 + x1x2 − 2x2

s.t. x2
1 − x2 ≤ 3

x1 + x2 ≤ 5 x1, x2 ∈ {0, 1, 2, 3, 4}

2.3 Travaux connexes
Nous avons déjà présenté la définition de la programmation
non linéaire en nombres entiers (NLIP) [25, 20]. Lorsque
les contraintes entières imposées aux variables sont res-
treintes à des contraintes booléennes, c’est-à-dire lorsque
toutes les variables ne peuvent prendre que les valeurs
dans {0, 1}, le problème NLIP se transforme alors en un
problème de programmation non linéaire en 0-1, égale-
ment connu sous le nom d’optimisation pseudo-booléenne
(PBO) [5, 9]. Selon la nature des contraintes, PBO peut
être affiné en plusieurs sous-domaines. Par exemple, on dis-
tingue le PBO quadratique, où toutes les contraintes sont de
degré deux. Le problème MaxSAT pondéré partiel [24, 4]
traite également de l’optimisation sur des variables boo-
léennes, mais dans le cadre de la logique propositionnelle,
où les contraintes sont exprimées sous forme de clauses
dures et la fonction objectif est représentée par des clauses
souples.
Beaucoup d’efforts ont été consacrés dans la littérature
pour combler le fossé entre les différents types d’optimi-
sation mathématique. Par exemple, [19] présente une mé-
thode simple pour transformer tout problème de program-
mation entière en un problème de programmation entière
0-1, en remplaçant chaque variable entière par une série
de variables booléennes représentant collectivement l’entier
d’origine en format binaire. Plusieurs travaux [31, 12, 3, 30]
introduisent également des réductions de PBO non linéaire
vers des polynômes multilinéaires, ou encore vers PBO
quadratique et linéaire. Enfin, plusieurs méthodes existent
pour transformer les contraintes PB en clauses [14, 28, 1],
ce qui fait le lien entre PBO et MaxSAT. Nous évoquons
ici également les travaux connexes de [2], qui explorent la
formulation des problèmes linéaires à domaines finis sous
forme de problèmes SAT équivalents, en proposant six mé-
thodes de mappage différentes. Cette étude peut également
être vue comme une réflexion sur l’encodage des variables
entières à l’aide de variables booléennes. Il est également
important de noter que, comme le souligne [32], la pro-
grammation pseudo-booléenne est un domaine qui n’a pas
été aussi développé que celui de la satisfiabilité, ce qui ex-
plique pourquoi nous développons notre travail à travers le
prisme de MaxSAT.
Dans cet article, nous présentons donc une transforma-
tion de bout en bout de NLIP vers MaxSAT. Notre travail

s’appuie sur des travaux antérieurs portant sur les repré-
sentations booléennes des entiers, les contraintes pseudo-
booléennes ainsi que les techniques de décomposition, afin
d’introduire un schéma de formulation systématique de
NLIP à l’aide de MaxSAT.

2.4 Représentation des entiers avec MaxSAT
Dans cette section, nous présentons différents encodages
des entiers à l’aide de variables booléennes. Plus préci-
sément, étant donné une variable entière naturelle bornée
X ∈ N telle que X ≤ ub, où ub est une borne supérieure
constante, une série de variables booléennes xi est utilisée
pour représenter X , selon l’une des trois approches cou-
ramment employées dans la littérature : la représentation
one-hot [15, 23], la représentation unaire [6, 8] et la repré-
sentation binaire [14, 36]. Il convient de noter que les re-
présentations one-hot, unaire et binaire correspondent res-
pectivement aux encodages standard (Standard mapping),
régulier (Full regular mapping), et logarithmique (Full lo-
garithmic mapping), tels que définis dans [2].
Étant donné un entier naturel X ≤ ub, les représentations
one-hot et unaire utilisent toutes les deux ub + 1 variables
booléennes pour représenter X . Dans une représentation
one-hot, seul le bit dont l’indice correspond à la valeur de X
est assigné à 1, tandis que tous les autres sont assignés à 0.
En revanche, dans la représentation unaire, tous les bits dont
l’indice est inférieur ou égal à la valeur de X sont assignés
à 1, les autres étant assignés à 0. Il est important de noter
que, puisque X ∈ N et que 0 constitue une borne inférieure
implicite, la variable x0 est toujours fixée à 1. En ce qui
concerne la représentation binaire, elle utilise ⌊log2 ub⌋+1
variables booléennes pour coder X . Les bits correspondent
à ceux de l’écriture binaire (c’est-à-dire en base 2) de la
valeur de X . Ainsi, les bits sont assignés à 1 s’ils corres-
pondent à des positions actives dans la représentation bi-
naire de la valeur attribuée à X , et à 0 dans le cas contraire.

Exemple 2. Supposons que la borne supérieure de la va-
riable entière soit ub = 6, et que la valeur obtenue soit
X = 5. Dans les représentations one-hot et unaire, il faut
ub+1 = 7 variables booléennes pour encoder cette valeur.
On obtient alors l’affectation suivante dans la représenta-
tion one-hot : x0 = 0, x1 = 0, x2 = 0, x3 = 0, x4 =
0, x5 = 1, x6 = 0 ; et l’affectation suivante dans la re-
présentation unaire : x0 = 1, x1 = 1, x2 = 1, x3 =
1, x4 = 1, x5 = 1, x6 = 0. En revanche, la représenta-
tion binaire ne nécessite que ⌊log2 6⌋ + 1 = 3 variables.
Étant donné que (5)10 = (101)2, l’affectation correspon-
dante est : x2 = 1, x1 = 0, x0 = 1.

Par la suite, lors de la représentation de la variable en-
tière Xq ∈ X (q ∈ {1, 2, . . . ,m}), nous désignons les
variables booléennes associées par x(q)

r , où r est l’identi-
fiant de la variable. Nous récapitulons l’ensemble des no-
tations et des identifiants utilisés dans le Tableau 1. Sauf
indication contraire, log désignera le logarithme en base 2.
En se basant sur les représentations entières introduites pré-
cédemment, nous abordons désormais la formulation d’un



TABLE 1 – Notations

Notation Description
Ensembles
N Ensemble des entiers naturels : {0, 1, 2, . . .}
Z Ensemble des entiers relatifs : {. . . ,−2,−1, 0, 1, 2, . . .}
Variables et fonctions
X Une variable entière
X Un vecteur de variables entières
T (X) Un terme polynomial sur X (abrégé en T )
P (X) Une fonction polynomiale non linéaire sur X
x Une variable booléenne correspondant à X
Indices
p, p1, p2, . . . Indice des termes dans une fonction
q, q1, q2, . . . Indices des variables entières dans un terme
r, r1, r2, . . . Indices des variables booléennes correspondant à un entier

problème général d’optimisation sous contraintes par une
reformulation en MaxSAT.
Un modèle MaxSAT partiel pondéré se compose de clauses
souples pondérées et de clauses dures, ce qui correspond
dans le cadre de NLIP respectivement à la fonction objectif
et aux contraintes : les premières décrivent l’objectif à op-
timiser, tandis que les secondes définissent l’espace de so-
lution. Plus précisément, si toutes les clauses souples sont
des clauses unitaires contenant un seul littéral (ce qui peut
toujours être obtenu en remplaçant toute clause non uni-
taire par un littéral, et en ajoutant des contraintes dures as-
surant leur cohérence), chacune de ces clauses peut être vue
comme un terme de la fonction objectif, avec son poids re-
présentant le coefficient associé. L’exemple 3 illustre une
transformation simple d’un modèle de programmation li-
néaire en un modèle MaxSAT.

Exemple 3. Le programme linéaire booléen suivant :

max 2x+ 3y

s.c x+ 2y ≤ 10

x, y ∈ {0, 1}

peut être représenté avec le modèle MaxSAT suivant :

Clauses souples : (x, 2), (y, 3)

Clauses dures : x+ 2y ≤ 10 (constrainte PB)

Ainsi, étant donné une instance de NLIP avec des variables
dans X, l’objectif de la procédure de formulation est de
transformer la fonction objectif et les contraintes en clauses.
Essentiellement, ces tâches peuvent être réduites à la repré-
sentation de chaque terme polynomial T (X). Dans la suite,
nous abordons cette question sous du point de vue des fonc-
tions objectif, bien qu’une procédure identique puisse être
appliquée à la transformation des contraintes.

3 Formulations atomiques des
termes non linéaires

Dans cette section, nous nous focalisons sur les termes po-
lynomiaux, considérés comme des unités atomiques. Nous
les encodons à l’aide des trois représentations : one-hot,
unaire et binaire.

3.1 Formulation one-hot
La représentation one-hot constitue la formulation la plus
directe. Nous commençons par le cas le plus simple, à sa-
voir la représentation d’un terme pur sous forme one-hot :

Tpure = c ·Xk =

ub∑
r=0

c · rk · xr

Pour transformer une terme croisé avec deux variables, on
peut également procéder comme suit :

Tbi−cross = c ·Xk1
q1 X

k2
q2 =

ub∑
r1=0

ub∑
r2=0

c · rk1
1 rk2

2 x(q1)
r1 x(q2)

r2

On remarque ici que cette équation contient des termes boo-
léens non linéaires de la forme x

(q1)
r1 x

(q2)
r2 , ce qui consti-

tue une difficulté systématique lorsqu’on traite un terme
croisé. Toutefois, il est possible de linéariser ces produits
à l’aide d’une nouvelle série de variables booléennes auxi-
liaires. Prenons l’exemple de Tbi-cross : on peut introduire
des variables auxiliaires zr1,r2 ∀(r1, r2) ∈ V 2, où V =
{0, . . . , ub}, et il suffit de rajouter les contraintes auxiliaires
suivantes :

zr1,r2 ↔
(
x(q1)
r1 ∧ x(q2)

r2

)
∀(r1, r2) ∈ V 2

En généralisant la procédure ci-dessus, on peut obtenir la
formulation suivante pour tout terme polynomial T com-
portant m variables distinctes et d’ordre k :

T = c ·
m∏
q=1

Xkq
q (such that

m∑
q=1

kq = k)

=

ub∑
r1=0

ub∑
r2=0

· · ·
ub∑

rm=0

c · (
m∏
q=1

rkq
q ) · zr1,r2,...,rm (OH-1)

zr1,r2,...,rm ↔
m∧
q=1

x(q)
rq ∀(r1, r2, . . . , rm) ∈ V m (OH-2)

∑
r∈V

x(q)
r = 1 ∀q ∈ {q1, . . . , qm} (OH-3)

Les équations OH-1 à OH-3 constituent ainsi la représenta-
tion one-hot pour tout terme polynomial. Lorsque T appar-
tient à la fonction objectif donnée, on considère l’équation
OH-1 comme les clauses souples suivantes :

(zr1,r2,...,rm , c · (
m∏
q=1

rkq
q )) ∀(r1, r2, . . . , rm) ∈ V m

tandis que OH-2 et OH-3 sont considérées comme
contraintes dures.

Exemple 4. Supposons T = X2
1X2 et ub = 3. Nous uti-

lisons des variables booléennes x
(1)
r pour représenter X1

et x
(2)
r pour représenter X2 en encodage one-hot. Nous

introduisons d’abord les variables booléennes auxiliaires



zr1,r2 pour tout (r1, r2) ∈ V 2 = {0, 1, 2, 3}2 et ajoutons
les contraintes suivantes :∑

r1∈V

x(1)
r1 = 1 et

∑
r2∈V

x(2)
r2 = 1

zr1,r2 ↔ (x(1)
r1 ∧ x(2)

r2 ) ∀(r1, r2) ∈ {0, 1, 2, 3}2

Nous pouvons alors représenter T comme suit :

T = (0× 0) · z0,0 + (1× 0) · z1,0 + (4× 0) · z2,0 + (9× 0) · z3,0
+ (0× 1) · z0,1 + (1× 1) · z1,1 + (4× 1) · z2,1 + (9× 1) · z3,1
+ (0× 2) · z0,2 + (1× 2) · z1,2 + (4× 2) · z2,2 + (9× 2) · z3,2
+ (0× 3) · z0,3 + (1× 3) · z1,3 + (4× 3) · z2,3 + (9× 3) · z3,3

L’avantage de la représentation one-hot réside dans sa sim-
plicité. Cependant, pour encoder un terme comportant m
variables et d’ordre k, elle nécessite un nombre de variables
auxiliaires de l’ordre de O(ubm), ainsi que O(ubm) clauses
pour l’encodage des contraintes (et jusqu’à O(ubk) dans le
pire des cas où k = m).

3.2 Formulation unaire
Dans cette section, on présente la formulation unaire, fon-
dée sur la variation incrémentale de la valeur d’un terme
lorsque les valeurs de ses variables changent. Cela corres-
pond essentiellement à la notion de différence définie dans
la suite. La théorie des différences remonte à l’applica-
tion des méthodes de différences finies en analyse discrète
[11, 34]. Les différences sont aux fonctions discrètes ce que
les dérivées sont aux fonctions continues. De même, les
sommes préfixées, définies ci-dessous, sont aux fonctions
discrètes ce que les intégrales sont aux fonctions continues.
L’analogie entre ces concepts est illustrée dans les figures 1
et 2, qui seront étayés plus en détail dans la Proposition 3.
Les différences offrent un cadre naturel pour décomposer
les fonctions discrètes en contributions incrémentales, ce
qui est particulièrement utile pour représenter les termes
polynomiaux dans les formulations MaxSAT. En compre-
nant comment les valeurs des fonctions changent lorsque
les variables augmentent d’une unité, nous pouvons enco-
der efficacement les variables entières à l’aide de variables
booléennes dans une représentation unaire. Formellement,
la différence d’un terme polynomial T est définie comme
suit :

X

F(X)

X0 X0

F ′(X) = lim
∆→0

F (X)−F (X−∆)
∆∫ X0

0 F ′(X)dX = F (X0) − F (0)

FIGURE 1 – Fonction continue

X

F(X)

X0 1 X0

F̃ (X) = F (X) − F (X − 1)∑X0
X=1 F̃ (X) = F (X0) − F (0)

FIGURE 2 – Fonction discrète

Définition 4 (Différence d’un terme). Pour un terme
polynomial T (X) = c ·

∏m
q=1 X

kq
q , sa différence

T̃ au point X = (r1, . . . , rm) est définie par :

T̃ (r1, . . . , rm) =

0 si ∃q ∈ {1, . . . ,m} tel que rq = 0;∑
S⊆{1,...,m}

(−1)|S|T (r′1, . . . , r
′
m) sinon

où r′q = rq − 1 si q ∈ S et r′q = rq si q ∈ {1, . . . ,m} \ S.

En se basant sur la définition de la différence et sur la
structure des termes polynomiaux, la Proposition 1 décrit
l’échelle de T̃ et la Proposition 2 établit une forme inductive
de la fonction de différence pour les termes polynomiaux,
en fonction de leur degré.

Proposition 1. Étant donné T (X) d’ordre k, l’ordre de
T̃ (X) est inférieur à k.

Preuve. L’ensemble {1, . . . ,m} a 2m sous-ensembles dis-
tincts, y compris 2m−1 sous-ensembles de cardinalité im-
paire et 2m−1 sous-ensembles de cardinalité paire, par
conséquent les coefficients des termes d’ordre le plus élevé
s’annulent mutuellement dans la somme.

Proposition 2. Étant donné un terme polynomial
T (X) = c ·

∏m
q=1 r

kq
q et un point fixe X = (r1, . . . , rm) tel

que Xq ̸= 0 ∀q ∈ {1, . . . ,m}, on a :

T̃ (X) = (rkm
m − (rm − 1)km) · T̃ (r1, . . . , rm−1)

où T (r1, . . . , rm−1) = c ·
∏m−1

q=1 r
kq
q .

Preuve. On peut démontrer ce résultat en raisonnant sépa-
rément sur les cas où m ∈ S ou m /∈ S, comme suit :

T̃ (r1, . . . , rm) =
∑

S⊆{1,...,m}

(−1)|S|T (r′1, . . . , r
′
m)

=
∑

S⊆{1,...,m−1}

(−1)|S|T (r′1, . . . , r
′
m−1) · rkm

m

+
∑

S⊆{1,...,m−1}

(−1)|S|+1T (r′1, . . . , r
′
m−1) · (rm − 1)km

=T̃ (r1, . . . , rm−1) · rkm
m − T̃ (r1, . . . , rm−1) · (rm − 1)km

=(rkm
m − (rm − 1)km) · T̃ (r1, . . . , rm−1)

Cette formule récursive nous permet de calculer la fonction
de différence pour des termes de grand ordre, et sera éga-
lement utile dans les discussions ultérieures. Ayant défini
la notion de différence, nous introduisons à présent celle
de somme cumulative, reflétant l’analogie entre les dérivées
et les intégrales dans le calcul différentiel continu. Cette
construction sera utilisée pour reconstruire les termes po-
lynomiaux à partir de leurs formes différentielles dans le
cadre de l’encodage unaire.



Définition 5 (somme cumulative des différences d’un
terme). La somme cumulative des différences d’un terme
polynomial T (X) en X = (X1, . . . , Xm) est définie par :

PreSumT (X) =

X1∑
r1=1

X2∑
r2=1

· · ·
Xm∑

rm=1

T̃ (r1, . . . , rm)

La proposition suivante révèle que la relation entre la
somme cumulative et la différence est analogue à la relation
entre l’intégrale et la dérivée.

Proposition 3. Pour tout terme polynomial T et tout
X = (X1, . . . , Xm), on a PreSumT (X) = T (X).

Preuve. Cette proposition peut être démontrée par
récurrence sur la dimension m de X. Lorsque
m = 1, on a T̃ (X) = T (X) − T (X − 1). Ainsi

PreSumT (X) =
X∑
r=1

(T (r)−T (r−1)) = T (X)−T (0) = T (X),

ce qui montre que la proposition est vérifiée. Sup-
posons maintenant que la propriété soit vraie pour
m, et montrons qu’elle l’est aussi pour m + 1.
Étant donné X = (X1, . . . , Xm+1), on a :

PreSumT (X) =

X1∑
r1=1

· · ·
Xm∑

rm=1

 Xm+1∑
rm+1=1

T̃ (r1, . . . , rm+1)


=

X1∑
r1=1

· · ·
Xm∑

rm=1

 Xm+1∑
rm+1=1

(r
km+1

m+1 − (rm+1 − 1)km+1) · T̃ (r1, . . . , rm)


=

X1∑
r1=1

· · ·
Xm∑

rm=1

T̃ (r1, . . . , rm) ·
Xm+1∑

rm+1=1

(r
km+1

m+1 − (rm+1 − 1)km+1)


=

(
X1∑

r1=1

· · ·
Xm∑

rm=1

T̃ (r1, . . . , rm)

)
·Xm+1

km+1

= T (r1, . . . , rm) ·Xm+1
km+1 = T (r1, . . . , rm+1) = T (X)

Sur la base des concepts de différence et de somme cumu-
lative, nous pouvons développer la formulation MaxSAT
fondée sur l’encodage unaire pour les termes polynomiaux.
Commençons par le cas simple d’un terme pur contenant
une seule variable entière X :

Tpure(X) = c ·Xk

Nous avons alors :

T̃pure(X = r) = Tpure(r)−Tpure(r−1) = c ·(rk−(r−1)k)

D’où, pour un X quelconque :

Tpure =

ub∑
r=1

T̃ (r) · xr =

ub∑
r=1

c · (rk − (r − 1)k) · xr

Un exemple correspondant est donné ci-dessous.

Exemple 5. Soit T = X2 un terme contenant une variable
entière X bornée par ub = 4. On suppose que l’on utilise
des variables booléennes xr pour représenter X sous enco-
dage unaire. Ainsi, on obtient T (X) = 1x1 +3x2 +5x3 +
7x4 comme indiqué dans Table 2.

X 0 1 2 3 4
T = X2 0 1 4 9 16
T̃ - 1 3 5 7

TABLE 2 – Différence unidimensionnelle

La représentation unaire pour les termes purs repose sur la
différence unidimensionnelle. Lorsqu’un terme polynomial
contient deux variables différentes, on utilise alors la dif-
férence bidimensionnelle, comme illustré dans l’Exemple
suivant.

Exemple 6. Supposons que T = X2
1X2 et que la borne

supérieure soit ub = 3. Nous utilisons les variables boo-
léennes x

(1)
r pour représenter X1 et x(2)

r pour représenter
X2 selon la représentation unaire. La valeur originale de T
ainsi que les valeurs de la différence bidimensionnelle sont
données respectivement dans les Tables 3 et 4.

X1
X2

0 1 2 3

0 0 0 0 0
1 0 1 2 3
2 0 4 8 12
3 0 9 18 27

TABLE 3 – Valeurs du terme

X1
X2

0 1 2 3

0 0 0 0 0
1 0 1 1 1
2 0 3 3 3
3 0 5 5 5

TABLE 4 – Différence bidimensionnelle

Étant donné une paire de valeurs (X1, X2), la somme
cumulative bidimensionnelle de la coordonnée corres-
pondante dans la Table 4 donne exactement la valeur
de T . Par exemple, si X1 = 3 et X2 = 2, alors :

T (X1, X2) =

X1∑
r1=1

X2∑
r2=1

T̃ (r1, r2) = 1+1+3+3+5+5 = 18

On remarque que la représentation one-hot pour ce cas
entraînerait un poids maximal des clauses souples allant
jusqu’à 27, tandis que dans la représentation unaire, le
poids maximal n’est que de 5.

En généralisant la procédure ci-dessus, on peut obtenir le
modèle suivant pour tout terme polynomial T d’ordre k
comportant m variables :

T = c ·
m∏
q=1

Xkq
q (tel que

m∑
q=1

kq = k)

=

ub∑
r1=1

ub∑
r2=1

· · ·
ub∑

rm=1

T̃ (r1, . . . , rm)zr1,...,rm (U-1)

avec

zr1,...,rm ↔
m∧
q=1

x(q)
rq ∀(r1, . . . , rm) ∈ V m (U-2)

x(q)
r → x

(q)
r−1 ∀(q, r) ∈ N × V (U-3)

Les équations U-1 à U-3 constituent la représentation
unaire de tout terme polynomial. Lorsque T est un élément
de la fonction objectif donnée, on considère U-1 comme des
contraintes souples, tandis que U-2 et U-3 sont considérées



comme des contraintes dures. La représentation unaire né-
cessite O(ubm) variables auxiliaires z et O(ubm) clauses
pour l’encodage des contraintes (et O(ubk) dans le pire des
cas où k = m) pour encoder un terme avec m variables et
d’ordre k.

Dans la résolution de MaxSAT pondéré, la variance des
poids des clauses souples constitue un facteur important in-
fluençant la difficulté du problème. Un travail récent [26]
propose une approche innovante qui traite ces défis dans
MaxSAT pondéré par un mécanisme de verrouillage et de
déverrouillage partiel des poids souples. Ce mécanisme met
également en évidence un problème majeur : lorsque les
poids souples présentent de grandes disparités, le nombre
de schémas de partitionnement possibles des poids aug-
mente considérablement, ce qui complexifie l’espace de re-
cherche.

Le principal avantage apporté par la représentation unaire
réside donc dans la réduction de l’échelle des poids des
clauses souples. Comme démontré dans la Proposition 1,
la représentation unaire garantit un ordre de grandeur du
poids souple (O(ubk−1)) toujours inférieur à celui obtenu
par l’encodage one-hot (O(ubk)).

3.3 Formulation binaire

Dans cette sous-section, nous présentons la représentation
binaire applicable à tout terme polynomial. Nous explo-
rons progressivement les cas des termes d’ordre un, d’ordre
deux, puis des ordres supérieurs. Supposons qu’il existe un
terme linéaire Tpure = cX que l’on souhaite représenter de
manière binaire. On aura ainsi :

Tpure = c ·X =
∑

r∈{0,...,⌊log ub⌋}

c · 2rxr

La représentation binaire consiste donc à décomposer tout
entier X comme la somme d’une série de puissances de 2,
ce qui permet d’encoder un terme linéaire avec O(log ub)
variables. Passons maintenant à un autre exemple où l’ordre
est égal à 2. Étant donné T = X1X2, la représentation bi-
naire de ce terme peut être formulée comme suit :

X1X2 =(

⌊log ub⌋∑
r1=0

2r1xr1)(

⌊log ub⌋∑
r2=0

2r2xr2)

=

⌊log ub⌋∑
r1=0

⌊log ub⌋∑
r2=0

2r1+r2xr1xr2 (B-qua-cross)

L’équation B-qua-cross peut être généralisée pour formu-
ler tout terme polynomial T avec m variables différentes
et d’ordre k. Dans cette formulation, nous commençons
par reformuler

∏m
q=1 X

kq
q en

∏q′k
q=q′1

Xq , où l’ensemble
{q′1, q′2, . . . , q′k} contient chaque indice de variable répété

autant de fois que sa puissance dans le terme original.

T = c ·
m∏
q=1

Xkq
q = c ·

q′k∏
q=q′1

Xq (tel que
m∑
1

kq = k)

=

⌊log2 ub⌋∑
r1=0

⌊log2 ub⌋∑
r2=0

· · ·
⌊log2 ub⌋∑
rk=0

c · (
q′k∏

q=q′1

2rq ) · zr1,r2,...,rk

(B-1)

zr1,...,rk ↔
q′k∧

q=q′1

x(q)
rq ∀(r1, . . . , rk) ∈ {0, . . . , ⌈log ub⌉}k

(B-2)

Les équations B-1 et B-2 constituent la représentation bi-
naire de tout terme polynomial. Lorsque T est un élément
de la fonction objectif considérée, l’équation B-1 est prise
comme contrainte souple, tandis que l’équation B-2 est
considérée comme contrainte dure.

Exemple 7. Supposons que T = X2
1X2 et que ub = 3.

Nous utilisons des variables booléennes x
(1)
r pour repré-

senter X1 et x
(2)
r pour représenter X2 dans l’encodage

binaire. Comme ⌊log ub⌋ + 1 = ⌊log 3⌋ + 1 = 2, nous
avons besoin de 2 variables booléennes pour chaque va-
riable entière, indexées par 0 et 1. La représentation bi-
naire nécessite de réécrire T = X1X1X2. Nous intro-
duisons alors les variables booléennes auxiliaires zr1,r2,r3
pour tout (r1, r2, r3) ∈ {0, 1}3 et ajoutons les contraintes
suivantes :

zr1,r2,r3 ↔ (x(1)
r1 ∧ x(1)

r2 ∧ x(2)
r3 ) ∀(r1, r2, r3) ∈ {0, 1}3

Nous pouvons alors représenter T comme suit :

T = 20 · z0,0,0 + 21 · z0,0,1 + 21 · z0,1,0 + 22 · z0,1,1
+ 21 · z1,0,0 + 22 · z1,0,1 + 22 · z1,1,0 + 23 · z1,1,1

Par exemple, supposons que X1 = 3 = 21 + 20 et que
X2 = 2 = 21, Ainsi, x(1)

1 = 1, x
(1)
0 = 1, x(2)

1 = 1, x
(2)
0 =

0 et donc on a :

T (X1, X2) =

⌊log2 ub⌋∑
r1=0

⌊log2 ub⌋∑
r2=0

⌊log2 ub⌋∑
r3=0

(

3∏
q=1

2rq ) · zr1,r2,r3

=21 · z0,0,1 + 22 · z0,1,1 + 22 · z1,0,1 + 23 · z1,1,1
=2 + 4 + 4 + 8 = 18

ce qui correspond bien à 3 ·3 ·2 = (1+2) · (1+2) · (0+2).

Nous notons ici une différence majeure des formulations
one-hot et unaire. La formulation binaire met principale-
ment l’accent sur le degré k, plutôt que sur le nombre de
variables distinctes m impliquées dans l’expression, ce qui
explique pourquoi elle commence par la reformulation de∏m

q=1 X
kq
q =

∏q′k
q=q′1

Xq . L’exemple suivant illustre la né-
cessité de cette approche.



Exemple 8. Soit T (X) = X2. On note que T (4) = 42 =
16, mais T (1 + 3) = 12 + 32 = 10 ̸= 16. Ainsi, on peut
seulement reformuler ce terme comme suit :

X2 =(

⌊log ub⌋∑
r=0

2rxr)
2

=

⌊log ub⌋∑
r=0

22rxr + 2
∑

0≤r1<r2≤⌊log ub⌋

2r1+r2xr1xr2

(B-qua-pure)

L’Équation B-qua-pure peut être considérée comme un cas
particulier de l’Équation B-qua-cross.

Pour encoder un terme avec m variables et un ordre k, la
représentation binaire nécessite :

— O((log ub)k) variables auxiliaires z
— O((log ub)k) clauses pour encoder les contraintes.

Nous remarquons que, dans la représentation binaire, c’est
l’ordre k qui affecte la complexité, contrairement aux repré-
sentations one-hot et unaire où c’est le nombre de variables
distinctes m qui a un impact ; cependant, elle parvient à ré-
duire la base de la complexité exponentielle à log ub au lieu
de ub dans les encodages précédents.
Nous résumons les complexités des trois représentations
présentées dans Table 5. Les trois méthodes de représen-
tation offrent différents compromis en termes d’avantages
et d’inconvénients. La représentation one-hot offre une im-
plémentation simple, mais souffre d’une complexité élevée
à mesure que le nombre de variables augmente. L’avantage
clé de la représentation unitaire est la réduction de l’échelle
du poids des clauses souples. La représentation binaire offre
l’encodage le plus compact avec une mise à l’échelle loga-
rithmique, mais devient plus complexe lorsqu’il s’agit de
termes de grand ordre contenant seulement quelques va-
riables différentes. Ces caractéristiques guident le choix des
méthodes d’encodage appropriées en fonction de la struc-
ture spécifique des termes polynomiaux dans les applica-
tions pratiques. Malgré la complexité quantifiée, il est éga-
lement important que la représentation soit compatible avec
l’information sémantique originale du problème formulé.

4 Stratégies de décomposition pour
les termes non linéaires

4.1 Au-delà du traitement atomique
Dans la section précédente, nous avons exploré les for-
mulations atomiques basées sur trois représentations dif-

Aspect One-hot Unaire Binaire
Variables Auxiliaires O(ubm) O(ubm) O((log ub)k)

Contraintes O(ubm) O(ubm) O((log ub)k)

Poids maximal O(ubk) O(ubk−1) O(ubk)

TABLE 5 – Analyse de complexité des différentes formula-
tions atomiques, où m est le nombre de variables distinctes
dans le terme, k ≥ m est l’ordre du terme et ub est la borne
supérieure des variables entières.

férentes, consistant à énumérer toutes les affectations pos-
sibles des valeurs des variables pour le terme polynomial
donné avec m variables et d’ordre k, entraînant des com-
plexités en termes de variables/contraintes de O(ubm),
O(ubm) et O((log ub)k) respectivement. Avec l’augmen-
tation du nombre de variables (l’ordre), la complexité aug-
mente de manière exponentielle et conduit à une explosion
combinatoire. Cette explosion est initialement générée par
le fait de traiter le terme polynomial comme une instance
atomique et d’énumérer toutes les valeurs possibles. Dans
cette section, nous essayons de décomposer un terme en
plusieurs sous-unités, dont le produit reste égal au terme
original. Plus précisément, étant donné un terme polyno-
mial T (X), la décomposition séquentielle présentée dans
la section 4.2 calcule itérativement chaque produit cumula-
tif de T (X), tandis que la décomposition binaire présentée
dans la section 4.3 calcule récursivement le produit des uni-
tés voisines.

Exemple 9. Considérons un terme polynomial T =
X1X2X3X4X5X6X7X8. Les Figures 3 et 4 illustrent com-
ment la décomposition séquentielle et la décomposition bi-
naire traiteraient ce terme de manière différente. Comme
montré dans la Figure 3, la décomposition séquentielle
traite les variables de manière séquentielle de gauche à
droite, tandis que la décomposition binaire présentée dans
la Figure 4 permet un traitement parallèle à chaque niveau.
Les deux méthodes nécessitent 7 multiplications.

Les deux méthodes de décomposition laissent deux degrés
de liberté : le choix de la représentation des entiers et le plan
de la décomposition. En ce qui concerne le premier choix,
les trois méthodes de représentation des entiers — one-hot,
unitaire et binaire — peuvent être appliquées dans chacune
des stratégies de décomposition. Par souci de clarté et de
concision, nous concentrons notre discussion sur la tech-

X1 X2 X3 X4 X5 X6 X7 X8

y(12)

y(123)

y(1234)

y(12345)

y(123456)

y(1234567)

y(12345678)

FIGURE 3 – Décomposition séquentielle de l’ordre

X1 X2 X3 X4 X5 X6 X7 X8

y(12) y(78)y(56)y(34)

y(1234) y(5678)

y(12345678)

FIGURE 4 – Décomposition binaire de l’ordre



nique de représentation binaire. Le second choix concerne
la manière de structurer l’arbre de décomposition lui-même
et, plus spécifiquement, l’ordre et le regroupement des va-
riables. Ce volet reste une question ouverte avec un poten-
tiel d’optimisation important. Il est à noter que la représen-
tation binaire offre une flexibilité supplémentaire : lorsque
plusieurs termes polynomiaux partagent des sous-groupes
de variables communes, ces sous-groupes peuvent être re-
présentés par les mêmes nœuds dans leurs arbres de décom-
position respectifs, réduisant ainsi potentiellement la redon-
dance dans l’encodage. L’exemple présenté plus tard dans
la section 5 illustrera cette pertinence.
De plus, afin de simplifier la discussion suivante, nous
introduisons la notation Mul(x(1), x(2)). Supposons que
x(1) et x(2) soient deux séries de variables binaires re-
présentant respectivement les deux entiers X1 borné par
ub1 et X2 borné par ub2 sous la représentation binaire.
Mul(x(1), x(2)) définit la formulation binaire du produit de
ces deux entiers. Selon l’Équation B-qua-cross, on a :

Mul(x(1), x(2)) =

⌊log ub1⌋∑
r1=0

⌊log ub2⌋∑
r2=0

2r1+r2zr1r2 (Mul-B-1)

zr1r2 ↔ (x(1)
r1 ∧ x(2)

r2 ) (Mul-B-2)
∀(r1, r2) ∈ {0, . . . , ⌊log ub1⌋} × {0, . . . , ⌊log ub2⌋}

Nous remarquons que chaque appel de Mul utilise implici-
tement la formulation binaire pour un terme quadratique, et
nécessite donc O(log ub1 · log ub2) variables auxiliaires et
clauses.

4.2 Décomposition séquentielle
Dans cette section, nous présentons la décomposition sé-
quentielle, qui traite le terme polynomial de manière sé-
quentielle, calcule chaque produit cumulatif, et introduit
une nouvelle série de variables yr pour chaque opération
de multiplication. Formellement, étant donné un terme po-
lynomial T (X) =

∏m
q=1 X

kq
q , nous le réécrivons d’abord

sous la forme
∏q′k

q=q′1
Xq (tel que

∑m
q=1 kq = k), puis nous

continuons la procédure comme suit :

T (X) =

m∏
q=1

Xkq
q =

q′k∏
q=q′1

Xq (tel que
m∑
q=1

kq = k)

⌊log(ub2)⌋∑
r=0

2ry
(q′1q

′
2)

r = Mul(x(q′1), x(q′2)) (LD-1)

⌊log(ubK)⌋∑
r=0

2ry
(q′1...q

′
K)

r = Mul(y(q
′
1...q

′
K−1), x(q′K))

∀K ∈ {3, ..., k} (LD-2)

T (X) =

⌊log(ubk)⌋∑
r=0

2ry
(q′1...q

′
k)

r (LD-3)

Les équations LD-1 à LD-3 constituent la représentation de
la décomposition séquentielle des termes de grand ordre.

L’équation LD-3 décrit le remplacemement du terme de
grand ordre apparu par la somme pondérée des variables
booléennes représentées en binaire y(q

′
1...q

′
k). Les équations

LD-1 et LD-2 sont utilisées pour maintenir de manière ité-
rative le produit cumulatif du terme donné avec un total de
k − 1 multiplications, chaque contrainte de celles-ci pou-
vant être formulée comme une contrainte pseudo-booléenne
avec jusqu’à O(k2 · log2 ub) littéraux et un poids maxi-
mal inférieur à ubk. L’échelle du nombre de clauses utili-
sées est corrélée à la méthode d’encodage PB choisie. Par
exemple, si on considère l’encodage PB classique "binary
merge" [28], qui parvient à encoder une contrainte pseudo-
booléenne avec O(N log2(N ) log(Wmax)) clauses, où N
est le nombre de littéraux et Wmax est la valeur maximale
des poids, cela mène finalement à une complexité globale
de O(k4 log3 ub · log2(k2 log2 ub)) clauses dans la formu-
lation par décomposition séquentielle.

4.3 Décomposition binaire
La décomposition binaire offre une autre perspective pour
traiter les termes de grand ordre, où nous divisons récursi-
vement le produit en deux parties de taille similaire jusqu’à
ce que chaque partie devienne une seule variable. L’idée
principale est de diviser récursivement le produit en deux
parties à peu près égales, en calculant le produit de chaque
partie séparément, puis en les combinant. Cela forme une
structure d’arbre binaire où chaque nœud interne représente
le produit de ses deux enfants, comme illustré dans la Fi-
gure 4.
Étant donné un terme polynomial T (X) =

∏m
q=1 X

kq
q ,

nous le réécrivons d’abord sous la forme
∏q′k

q=q′1
Xq (tel que∑m

q=1 kq = k), puis nous appliquons la décomposition bi-
naire. Cette procédure commence par obtenir la valeur de
P , représentant l’ensemble de toutes les paires d’intervalles
adjacents devant être multipliées dans l’arbre binaire. For-
mellement, P peut être défini comme suit :

P = {(I,J ) | I,J ⊂ {q′1, q′2, . . . , q′k}, I∩J = ∅, I∪J ∈ T }

où T est l’ensemble de tous les nœuds non-feuilles dans
l’arbre de décomposition binaire, et pour chaque nœud N ∈
T , il existe exactement une paire (I,J ) ∈ P telle que I ∪
J = N et que I et J sont des enfants de N dans l’arbre.

T (X) =

q′k∏
q=q′1

Xq =

q′⌈k/2⌉∏
q=q′1

Xq ·
q′k∏

q=q′⌈k/2⌉+1

Xq

y(q)r = x(q)
r ∀q ∈ {q′1, ..., q′k},

∀r ∈ {0, . . . , ⌊log(ubk)⌋} (BD-1)

⌊log(ub|I|+|J |)⌋∑
r=0

2ry(I,J )
r = Mul(y(I), y(J ))

∀(I,J ) ∈ P (BD-2)

T (X) =

⌊log(ubk)⌋∑
r=0

2ry
(q′1...q

′
k)

r (BD-3)



Exemple 10. Étant donné k = 8, l’ensemble P obtenu in-
clut les paires d’intervalles suivantes :

— Niveau 1 : (q′1, q
′
2), (q

′
3, q

′
4), (q

′
5, q

′
6),(q

′
7, q

′
8)

— Niveau 2 : (q′1q
′
2, q

′
3q

′
4), (q

′
5q

′
6, q

′
7q

′
8)

— Niveau 3 : (q′1q
′
2q

′
3q

′
4, q

′
5q

′
6q

′
7q

′
8)

L’équation BD-1 initialise les variables auxiliaires y(q)r avec
les variables d’origine x

(q)
r . L’équation BD-2 combine ré-

cursivement les paires de sous-produits en utilisant l’opéra-
tion Mul défini précédemment, et l’équation BD-3 repré-
sente le résultat final. La principale différence entre la dé-
composition binaire et la décomposition séquentielle réside
dans leurs modèles de multiplication. L’échelle du nombre
de sommets dans un arbre binaire avec k sommets est
O(k), donc il y a O(k) procédures de multiplication dans
la procédure de décomposition binaire, ce qui est aligné
avec la décomposition séquentielle proposée dans la sous-
section précédente. De manière similaire à la décomposi-
tion séquentielle, lorsqu’on considère l’encodage PB avec
la méthode "Binary Merger", la complexité finale devient
O(k4 log3 ub·log2(k2 log2 ub)). Bien que la complexité gé-
nérale soit la même, nous notons que la décomposition bi-
naire maintient des distances moyennes plus courtes entre
les valeurs entières originales et le produit général, ce qui
conduit intuitivement à des lignes d’inférence plus courtes
lorsque le modèle est résolu.

5 Étude de cas
Dans cette section, nous étudions la pertinence de la for-
mulation proposée sur la fonction polynomiale de grand
ordre P (X) = X1X2X3X4+X3X4X5X6+X1X2X5X6,
où toutes les variables sont bornées par ub. Limités par
l’espace, nous ne présentons ici que la formulation ba-
sée sur la décomposition binaire. Dans ce cas spécifique
de P , un plan de partition est présenté dans la Figure 5.
En conséquence, nous pouvons maintenir les ensembles P
pour les trois termes respectivement, c’est-à-dire : P1234 =
{(1, 2), (3, 4), (12, 34)}, P3456 = {(3, 4), (5, 6), (34, 56)},
et P1256 = {(1, 2), (5, 6), (12, 56)}.
Pour chaque élément de P , une nouvelle série de variables
auxiliaires est introduite. Cependant, grâce à la structure
spécifique et au plan de partitionnement choisi, nous par-
venons à utiliser efficacement les variables auxiliaires in-
termédiaires y(12), y(34) et y(56), chacune servant de com-

X1 X2 X3 X4 X5 X6

y(12) y(56)y(34)

y(1234) y(3456)y(1256)

FIGURE 5 – Un plan de décomposition binaire compact
pour un polynôme d’ordre supérieur

posant dans deux termes différents. À partir de ce plan de
décomposition, nous pouvons construire les termes du poly-
nôme en utilisant l’une des trois représentations suivantes :
one-hot, unaire ou binaire, chacune impliquant une échelle
différente de variables auxiliaires.
La formulation binaire dans le cadre de la décomposition
binaire a été introduite dans la sous-section 4.3. Nous pré-
sentons ici simplement la formulation correspondante lors-
qu’elle est appliquée au polynôme P .

y(q)r = x(q)
r ∀(q, r) ∈ {1, . . . , 6} × {0, . . . , ⌊log ub⌋} (BD-B-1)

⌊log(ub|I|+|J |)⌋∑
r=0

2ry(I,J )
r = Mul(y(I), y(J ))

(I,J ) ∈ P1234 ∪ P3456 ∪ P1256 (BD-B-2)

P (X) =

⌊log(ub4)⌋∑
r=0

2r(y(1234)r + y(3456)r + y(1256)r ) (BD-B-3)

L’équation BD-B-1 représente la base de la structure ré-
cursive de la décomposition binaire, tandis que l’équation
BD-B-2 définit une étape récursive obtenue par la représen-
tation binaire, reliant deux niveaux de variables auxiliaires.
L’équation BD-B-3 décrit la reformulation finale du poly-
nôme.
Nous remarquons que l’opération de multiplication (Mul)
joue un rôle essentiel dans la formulation. En raison de
contraintes d’espace, nous nous limitons dans la suite à la
présentation de la formulation unaire, celle basée sur one-
hot pouvant être modélisée de manière analogue. Pour obte-
nir la formulation correspondante, nous définissons d’abord
l’opération de multiplication correspondante avec la formu-
lation unaire comme suit :

Mul(U)(x(1), x(2)) =

ub1∑
r1=0

ub2∑
r2=0

T̃ (r1) · T̃ (r2)zr1r2

(Mul-U-1)

zr1r2 ↔ (x(1)
r1 ∧ x(2)

r2 )

∀(r1, r2) ∈ {0, . . . , ub1} × {0, . . . , ub2} (Mul-U-2)

Ainsi, nous pouvons établir le plan de formulation suivant
pour le polynôme P (X) en utilisant la formulation unaire
dans le cadre d’une décomposition binaire :

y(I,J )
r → y

(I,J )
r−1 ∀r ∈ {1, . . . , ub|I|+|J |}

∀(I,J ) ∈ P1234 ∪ P3456 ∪ P1256 (BD-U-0)

y(q)r = x(q)
r ∀(q, r) ∈ {1, . . . , 6} × V (BD-U-1)

ub|I|+|J |∑
r=0

T̃ (r) · y(I,J )
r = Mul(U)(y(I), y(J ))

(I,J ) ∈ P1234 ∪ P3456 ∪ P1256 (BD-U-2)

P (X) =

ub4∑
r1=0

T̃ (r)(y(1234)r + y(3456)r + y(1256)r ) (BD-U-3)



6 Conclusion
Dans cet article, nous avons étudié différentes formulations
fondées sur MaxSAT pour les programmes entiers non li-
néaires comportant des termes polynomiaux. Nous avons
d’abord présenté des encodages pour les termes polyno-
miaux, en proposant trois stratégies différentes, adaptées
à divers cas d’usage et avec des complexités différentes.
Nous nous sommes ensuite concentrés sur la décomposi-
tion des termes selon leur ordre, ce qui permet d’obtenir des
formulations à complexité réduite. En combinant ces deux
approches, nous proposons ainsi un schéma de formulation
générique applicable à toute instance de programmation en-
tière non linéaire incluant des termes polynomiaux.
Comme perspectives, il serait intéressant de continuer à
explorer les trois autres méthodes de mappage proposées
dans [2], ainsi que d’affiner la stratégie de sélection des
méthodes de représentation/décomposition. Sur le plan pra-
tique, après la maturité de la méthode de formulation propo-
sée, une mise en œuvre approfondie des formulations pour-
rait être appliquée à différents problèmes du monde réel,
élargissant ainsi le champ d’application des technologies
modernes SAT et MaxSAT. Nous espérons également dé-
velopper une bibliothèque permettant une utilisation plus
facile des formulations et qui sera mise à disposition de la
communauté.
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